Material Suplementar
1 FUNDAMENTACAO TEORICA

A técnica utilizada neste trabalho, para investigar o estado de polarizacdo de um feixe luminoso,
se baseia na interacdo deste feixe com um defasador quarto de onda girante e um polarizador linear. O

objetivo nessa secao é desenvolver as expressdes, baseadas na teoria de Stokes, que fornecem os parametros
necessarios para a caracterizacéo do estado de polarizacéo do feixe de luz.

1.1 ELIPSE DE POLARIZACAO

Uma onda eletromagnética propagando-se na direcéo do eixo z, em coordenadas cartesianas, €

descrita por duas componentes do campo elétrico, ambas perpendiculares a direcdo de movimento da
mesma (respectivamente nos eixos x e y). A onda eletromagnética pode ser representada entdo através das
seguintes equacdes [1]:

Ey (F,t): Eox cos(wtsz+5x(t)) (0.2)

Ey (F,t): Eoy cos(a)t—kz+5y(t)) (0.2)

onde Egy € EOy sdo as amplitudes na direcéo dos eixos X e y, respectivamente, @ é a frequéncia angular,
oy (1) e 5y (t) sdo as diferencas de fases instantaneas. Se o referencial for adotado em z = 0, as equagGes
(0.1) e (0.2) ficam da seguinte forma:

Ey (t) = Epx cos(a)t + 0y (t))

(0.3)
Ey (t) = Egy cos(mt +8y (t)) (0.4)
abrindo os cossenos das equacdes (0.3) e (0.4), temos:
E
—— = c0S wt C0S 5, — senatsend, (0.5)
EOX
E
—— = c0S @t COS &y, — senwitsend (0.6)
Eoy
multiplicando (0.5) por sen 5y e (0.6) por sendy , e subtraindo (0.6) de (0.5) obtemos:
Ey E
—sendy — —— sendy = cos wtsen (5y - 5x) 0.7)
Eox Eoy

multiplicando novamente (0.5) por cos 5y , (0.6) por cos &y e subtraindo (0.6) de (0.5), chegamos a:
E

E
X
E—cos Sy —E—cos 3y = senawtsen (6y - 5X) . (0.8)
0X oy
Elevando (0.7) e (0.8) ao quadrado e somando, encontramos:
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E E E,E
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E E E.E
0X oy oX —oy
definindo:
5=y -8y (0.10)
obtemos:
2 2
B By BBy 2
—2+—2—2 cosd =sen o .
Eox Eoy  EoxE

(0.11)
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A equacdo (0.11) representa a equagdo de uma elipse e, como trata-se do campo elétrico de uma
onda eletromagnética, é denominada Elipse de Polarizacéo. E através do campo elétrico de uma onda que
representamos o seu estado de polarizagéo.

Para valores especificos de ¢ , EOy e Egy , teremos casos especiais para os estados de polarizagéo, como

veremos a seguir.

1.1.1 Polarizacéo linear

Quando Eoy = 0, a funcdo representada pela equacao (0.2) é nula, o que significa que somente
a equacdo (0.1) descreverd a onda eletromagnética; neste caso, somente ha oscilacdo na direcdo do eixo x.
Entdo, essa onda eletromagnética é conhecida como sendo linearmente polarizada na horizontal [2].

Quando Egy =0, a funcéo que se anula é a representada pela equagéo (0.1), assim, a fungéo que

descreve a onda é dada pela equacdo (0.2); neste caso, a oscilagdo é na direcdo do eixo y e, essa onda
eletromagnética, é dita como sendo linearmente polarizada na vertical.
Fazendo 6 =0 ou z rad , a equacédo (0.11) se torna:

2 2
E E E, E
X , Vi x Y g (0.12)
E2, E2, Eox E
0X oy 0X =0y
que pode ser reescrita como:
2
E E
X4 Y| _9 (0.13)
Eox Eoy
resolvendo a equacéo (0.13) deixando Ey em funcéo de Ex, obtemos:
Eo
Ey = i(yj Ey. (0.14)
Eox

A equacdo (0.14) é a equacdo de uma reta com coeficiente angular dado por + ( Eoy / Eox ) , hestas

condigdes, a luz € linearmente polarizada com inclinagdo i(Eoy/on)- Para 6 =0 a inclinagdo €
negativa, e para 6 =z a inclinagdo é positiva. Se as ondas eletromagnéticas apresentarem a mesma
amplitude de oscilagéo, ou seja, Egy = Eoy , entdo, a equacdo (0.14) pode ser escrita como:

Ey = +Ey (0.15)

o valor positivo da relacdo (0.15) representa luz linearmente polarizada a (+ 45°), e o valor negativo
representa luz linearmente polarizada a (- 45°).

1.1.2 Polarizacéo Circular

Para o caso de polarizacdo circular € necessario considerarmos as mesmas amplitudes das
oscilagdes Egy = EOy = Eg e as diferencas de fase como sendo & = ﬂ/2 ou 37z/2 rad . Assim a equagdo

(0.11) se reduz a:

2 2
E E
X4y =1 (0.16)
EO EO

A equacdo (0.16) descreve uma circunferéncia de raio Ey. Assim, para esta condicéo, a onda
eletromagnética é conhecida como circularmente polarizada para direita ou esquerda quando as diferengas
de fase apresentarem os respectivos valores & = /2 ou 3z/2rad .



1.2 PARAMETROS DE STOKES

Analisando a equagdo (0.11), pode-se notar que Eox, Eoy € d sd0 quantidades constantes, enquanto
Ey e Eydependem implicitamente do tempo, como pode ser observado pelas equacdes (0.1) e (0.2).

Entdo, podemos reescrever (0.11) em termos de observaveis do campo 6ptico. Porém, para utilizar
esses termos de observaveis, € necessario tomar a média sobre o tempo de observagdo, ou seja:

(E0) E0) (50 0)

2 2
Eox Eoy EoxEoy

c0s 5 = sen’s . (0.17)

Realizando a operagdo de multiplicagdo da equacédo (0.17) por 4E§X Egy , temos:
2/ 2 2 /.2
1y, <EX (t)>+4EOX <Ey( )> SEOXEOY< (t)e, (t)>cos§ (ZEOXEoysenJ) .(0.18)
Para encontrarmos as médias que constam na equacao (1.18), usamos as seguintes equacdes:

E >_ lim jE dt (0.19)

t—aot 0

e2(t >_ i 12 (0.20)

towot0

(ex(
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(0, ()= in - e (e, () 0.21)
0 que resulta em:
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( ) _ (0.22)
£2 (1) ) (0.23)
Ex (1) E (t > ~ EoxEoy €050 (0.24)
Fazendo a substituicdo de (0.22), (0. 23) e (0.24) na equacdo (0.18), temos:
2
2E§yE02X + 2E§XE§y (250)(5oy cos 5) (ZEOXEoysen(s) (0.25)

A relacdo (0.25) pode ser reescrita na forma de quadrados perfeitos; basta adicionar e subtrair a
quantidade ng + Eg'y, isto e:
2 2
2 2 2 2
(E +E y) —(EOX - Eoy) (ZEOXEOy cos&) (ZEOXEOysen§) . (0.26)

A equacdo (0.26) pode ser simplificada a partir das seguintes definigdes:
2 2

So = Eox + Eoy (0.27)
51 = ng - Egy (0.28)
Sy = 2EgyEqy C0s 8 (0.29)
S3 = 2Egy Eqysens (0.30)
com as quantidades definidas em (0.27), (0.28), (0.29) e (0.30), podemos reescrever (0.26) como:
sg = 512 + 522 + 832 . (0.32)

As definicGes contidas nas equaces (0.27), (0.28), (0.29) e (0.30) levam aos parametros de Stokes,
que permitem caracterizar o estado de polarizacdo de uma onda plana. As quantidades definidas s&o reais,
pois o desenvolvimento matematico foi feito partindo dos observaveis da elipse de polarizacdo do campo

optico. Cada parametro tem um significado fisico: S, representa a intensidade total da luz; S descreve a
quantidade de polarizacao linear na direcdo horizontal ou vertical; Sy indica a quantidade de polarizacao

linear a + 45° ou - 45°; e por fim, Sy representa a quantidade de luz circularmente polarizada a direita ou



a esquerda contida em um feixe de luz. A justificativa para tais atribuigdes sera apresentada na proxima
secdo. Pode-se notar que todos os parametros sao termos relacionados a intensidade da onda luminosa.

E possivel fazer uma generalizacio da equagdo (0.31), quando tratamos de uma onda
eletromagnética parcialmente polarizada, usando as equagdes (0.27), (0.28), (0.29) e (0.30) para um
intervalo de tempo muito pequeno, com variagdo lenta da amplitude e da fase. Assim, através da
desigualdade de Schwarz é possivel mostrar que, para qualquer estado de polarizacdo, os parametros de
Stokes satisfazem a relacéo:
sg > 512 + 522 + s§ (0.32)

A equacdo (0.32) pode ser aplicada para o caso geral: se uma onda eletromagnética é totalmente
polarizada, usa-se o sinal de igual; quando se tratar de uma onda eletromagnética parcialmente polarizada
ou ndo polarizada, a relacdo leva em consideracdo o sinal de maior.

Com o auxilio dos parametros de Stokes, é possivel descobrir o grau de polarizacdo P de uma onda
eletromagnética, independentemente de qual seja 0 seu estado de polarizacdo, através da relacéo:

Ipol (812 +822 +S§)]/2
P= = (0.33)
ltot So

O grau de polarizacéo pode variar de 0 a 1, onde 1 significa uma onda totalmente polarizada e 0
uma ndo polarizada; para qualquer valor entre eles, a onda é parcialmente polarizada.

Os parametros de Stokes podem também ser obtidos de outra forma, partindo de uma onda
eletromagnética com amplitudes complexas descrita pelas seguintes equagdes:

Ey (t) = onei(a)t+5x) = ,sxeiwt (0.34)
i(wt+6 i
Ey (t) = Eoyel(w *2y) = syelwt (0.35)
através das equacdes (0.34) e (0.35) € possivel obter as seguintes relacfes para os parametros de Stokes:
Sp = EXE; + EyE; (0.36)
S = EXE: - EyE; (0.37)
S, = EXE:, + EyE: (0.38)
S3 =i (EXE; - EyE;) (0.39)

as equagdes (0.36) - (0.39) sdo os pardmetros de Stokes para ondas eletromagnéticas descritas por
amplitudes complexas.

1.3 VETOR DE STOKES

E interessante escrevermos os parametros de Stokes em forma de uma matriz coluna, denominado
de vetor de Stokes, representado por:

(0.40)

Substituindo as equacdes (0.27), (0.28), (0.29) e (0.30) em (0.40), obtemos:

2 2

E02x + E%y

Eox — E

S - ox ~ oy (0.41)

2 Eox Eoy cos (5)

2E o Eoysen (9)

A equacdo (0.41) resulta em uma maneira simples e interessante de representar o estado de
polarizacdo de uma onda eletromagnética. Vamos exemplificar a seguir os diversos estados de polarizagéo
conhecidos.

Foi demonstrado anteriormente que, para um feixe eletromagnético linearmente polarizado na

vertical ou na horizontal, Eqy =0 e Eqy = 0, respectivamente.

Substituindo essas condi¢des na equacdo (0.41) chegamos a:



H o=

. (0.42)

o o

2 . . , .
onde g = Egy, para o caso da luz ser linearmente polarizada na vertical e, neste caso, usa-se o sinal

. 2 s . . .
negativo, e Iy = Eqgy, para o caso onde a luz é linearmente polarizada na horizontal e usa-se o sinal

positivo; |, € a intensidade total da onda eletromagnética.
Para se obter uma onda eletromagnética com polarizacao linear a + 45° ou - 45°, é necessario ter a mesma
amplitude para as ondas perpendiculares, ou seja, Eqy = Eoy = Eg e uma diferenca de fase de 6 = 0° ou &

= 180°, respectivamente. Com isso, define-se a matriz:

(0.43)

onde, neste caso, definimos a intensidade total como 15 = 2Eq ; o sinal positivo representa um feixe de luz

polarizado linearmente a + 45° e o sinal negativo define um feixe de luz linearmente polarizado a - 45°.
Para uma polarizacdo circular, € necessario ter ondas eletromagnéticas perpendiculares entre si

possuindo a mesma amplitude Eqgy = Eqy = Eq € uma diferenca de fase sendo de & = 90° ou & = 270°
. Assim escrevemos o vetor de Stokes pela seguinte matriz:
1

0
S=lo| 4 (0.44)

+1

onde a intensidade total € definida como 1 = 2Eg . O sinal positivo representa uma onda eletromagnética

circularmente polarizada a direita, devido a diferenca de fase ser 6§ = 90° . J4 o sinal negativo representa
uma luz circularmente polarizada a esquerda, devido a diferenca de fase ser & = 270°.

1.4 MATRIZ DE MUELLER

Até 0 momento procuramos descrever as propriedades fundamentais de um feixe de luz polarizado.
Algo interessante e importante para a sequéncia deste trabalho é saber como uma onda eletromagnética
polarizada se comporta quando interage com alguns elementos opticos capazes de modificar a polarizagao
incidente. A figura 1 mostra a interacdo de um feixe incidente polarizado caracterizado pelos parametros

de Stokes S;, onde i =0,1,2,3, comum elemento polarizador, e um feixe emergente representado por um

novo conjunto de parametros de Stokes, S;, onde i=0,1,2,3.
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Figura 1 — Interacdo de um feixe polarizado com um elemento polarizador.

Fazendo uma associacdo dos parametros de Stokes do feixe emergente como uma combinacéo
linear dos pardmetros de Stokes do feixe incidente, teremos as seguintes relacdes:

Sg =MgpSg + MggSy + MySy +MyzS3 (0.45)
51' =MygSg +My1Sy +MpSy +My3Sq (0.46)
5'2 =MySy +MoySy +MysSy +MygSy (0.47)
5'3 =MgySy + MgqSy + M3sSy + MaaSs. (0.48)

As relagdes (0.45) - (0.48) podem ser representadas em notacdo matricial, usando os vetores de
Stokes, na seguinte forma:

So Moo Mo1 Moz Moz |[ So

Sl ™o ™1 M2 Mg || S (0.49)
So | [M0 M1 M2 M2z || S2

S3) \Mgp Mgy M3z M3z )\ S3

ou de uma maneira mais simplificada,

S'=M-S (0.50)

As matrizes colunas sdo associadas aos vetores de Stokes e a matriz 4X4 representa a matriz de
Mueller caracteristica do elemento polarizador.

1.5 EXTRAINDO 0S PARAMETROS DE STOKES ATRAVES DA TECNICA DE ELIPSOMETRIA DE
EMISSAO

Foi indicado, no inicio dessa secdo, que a analise e caracterizacdo do estado de polarizagdo de um
feixe luminoso poderia ser feita através da interacdo deste feixe com um defasador quarto de onda girante
e um polarizador linear. Em posse das matrizes de Mueller para esses componentes 6pticos, podemos agora
determinar como ¢é a interagdo de um feixe incidente com esses elementos, e como ficaré o vetor de Stokes
do feixe emergente.

Tomando o vetor de Stokes (0.40) para o feixe que incide sobre um defasador quarto de onda
girante, teremos a seguinte expressao para o feixe que emerge do defasador:



1 0 0 0 S
' 0 0032 26 sen26 cos 260 —sen26 Sl

2
0 sen20cos20  sen” 20 cos 20 Sy
0 sen26 —c0s 20 0 S3

(0.51)

realizando essa multiplicag&o, obtemos:
2 %
' Sq€08 260 + S,sen26 cos 20 - S,sen26
s =| 1 2 ) 3 . (0.52)
Sysen2@ cos 20 + Sosen 26 + Sq cos 260
Sysen26 - S, cos 20
Apos interagir com o defasador quarto de onda, o feixe emergente sofrera uma nova interagdo com
um polarizador linear na horizontal. Usando a matriz Erro! Fonte de referéncia ndo encontrada. e
fazendo a multiplicacdo do feixe emergente (0.52), teremos:

S

1100 ’ 0
1f1 100 S, cos” 26 + S,sen26 cos 26 — S,sen26
S =— N 2 3 .(0.53)
2|0 0 0 0] s;sen26cos 26 + Sysen” 20 + S, cos 260
0 00O

Sqsen26 — S, cos 26
A operacéo resultard em:
SotSy cos2 20 + S5sen26 cos 20 - Sqsen2¢
5= E S0t cos2 20 + S5sen26) cos 20 - Sqsen2

(0.54)
2 0
0
a qual pode ser rescrita como:
1
1 2 1
S= ;[50 + 51 cos 20+ sten29 05260 - S3sen20} 1o (0_55)
0
assim, vemos que a intensidade do feixe de luz depende do angulo 6 de giro do defasador por:
1
[ (9) = 7[80 +5 05220+ $sen26 cos 26 - S3sen26’} . (0.56)
2
Podemos adequar a equacdo (0.56) mediante algumas operacgdes simples, isto é:
1 $ S 5
I (9) =15, +—1‘:cosz 20+ sen” 26’} +—1[c052 20- sen22€}+—225en29 0520 - Sgsen2d ¢ (0.57)
2 2 2 2
ou
1
I(0):7[A+B-sen26+C<cos40+D-sen4z9] (0.58)
2
onde utilizamos as relac6es trigonométricas:
cos” x + sen’x = 1 (0.59)
c0s 2x = cos> X — senx (0.60)
Sen2x = 2Senx cos X . (0.61)
Comparando as equacdes (0.58) e (0.57), temos as seguintes relagdes:
S
A=Sy+—+ (0.62)
2
B =-S5 (0.63)
S1
C=— (0.64)
2
S2
D=-*%. (0.65)
2

Destas relagdes, é facil ver que:



(0.66)

Sg =A-C
$=2-C (0.67)
S,=2-D (0.68)
Sy =-B (0.69)

A equacdo (0.58) mostra como a intensidade do feixe luminoso varia em func¢do do angulo de giro
do defasador quarto de onda. Ajustando a curva experimental com essa equacdo, determina-se 0S
coeficientes A, B, C e D os quais, postos nas rela¢fes (0.66) - (0.69), fornecem os pardmetros de Stokes
que caracterizam completamente o estado de polarizacéo do feixe de luz.

Referéncias

1. Goldstein, D.H., Polarized light. 2017: CRC press.
2. Azzam, R.M., N.M. Bashara, and S.S. Ballard, Ellipsometry and polarized light. PhT, 1978.

31(11): p. 72.



