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Modelagem de analise de falhas

para identificacao em trelicas

- MATERIAL SUPLEMENTAR -

- Metodologia de elementos finitos

Para descricdo da metodologia adotada no trabalho devemos definir anteriormente

a Matriz de Rigidez do Elemento k pode ser descrita conforme a equagdo (1):

k=1, (BTEB) av, (1)

Adicionalmente, descrevemos a matriz de massa do elemento que pode ser obtida
pela expressao global de energia cinética de um elemento [1], descrita pela equagao (2), na
qual m é a matriz consistente de massa, pois é calculada utilizando as mesmas funcées de

forma da matriz de rigidez, resultando em:

m= [ ppTpdr (2)

- Modelagem de Elemento Finito da Barra de Trelica

Trelicas representam estruturas constituidas de conjuntos de hastes de vibracdo
axial, onde as extremidades das hastes sdo fixadas as articulagdes. Modelagem de elementos
finitos de trelicas envolve algumas caracteristicas como, por exemplo, as hastes podem ter
orientacgOes arbitrarias em relagdo a um referencial dado e normalmente varias hastes sio
fixadas em um né. Como resultado, o processo de montagem é sensivelmente mais
complicado do que para os membros individuais.

Considerando-se um membro tipico de trelica i fazendo um angulo i em relacio a
direcdo x e denotam os dois nos por k e [, e os deslocamentos correspondentes por Ui e Uy,
e Ux e Uy, respectivamente, como mostrado na Figura (1). Consideramos o membro da

trelica como uma haste uniforme submetidos a vibracdo elastica na direciao axial e o
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movimento de corpo rigido, no sentido transversal. 0 movimento de corpo rigido, ndo afeta
a energia potencial maxima e consequentemente a matriz de rigidez.
Portanto, a modelagem da haste por meio de ni elementos finitos através da equacgao

(1) tera a matriz de rigidez global desmembrada para o elemento i da forma:

k =EA[)"(BTB)dx 3)
ou na forma matricial:
rl -1 0 0 O
-1 2 -1 0 O
Ea4;l0 -1 2 ... 0 O
K=l + ()
0 0 o .. 2 1
L0 0 o .. -1 0o

na qual E4; é arigidez axial, sendo 4;a drea da sec¢do transversal da barra i e h; é o tamanho
do elemento finito. Notamos que "desmembrado” é no sentido de que as matrizes de rigidez
globais sdo para os membros individuais sozinhos e nao para os membros como partes de

uma trelica.

Figura 1: Tipico membro i de uma treli¢a fazendo um angulo i em relagdo a dire¢do x [2].

Por outro lado, tanto a vibracgdo elastica quanto o movimento de corpo rigido afetam
a energia cinética, de modo que a distingdo entre uma matriz de massa global M,; devido a
vibracdo axial elastica e uma matriz de massa global M,;; devido ao movimento do corpo
rigido transversal. E a matriz de massa global desmembrada para o membro i devido a

vibracao elastica é:
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em que p é a densidade de massa, e

cf sp 0

0 0 1

c - 0 0 O
... 1 0 0
| 0 0 ... 0 cB sp]

(5)

(6)

é uma matriz de transformacao (ni + 1)x(ni + 3) desempenhando o papel de uma

matriz de restrigdo, na qual cfi = cosfi e spi = sinfi. A transformacdo

-

do vetor de restricao

- — . ~ - . -
a; ao vetor independente a; exige uma transformacao correspondente da matriz de rigidez

global desmembrada K; e da matriz de massa M;. Para esse efeito, podemos escrever a

energia potencial maxima para o membro i sob a forma:

na qual, usando as equagdes (4) e (6) teremos:

(7)
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CZ,Bi SﬂiC/Bi _Cﬂi 0 0 0 0
spcp B —sp O 0 0 0
—cf,  —spB, 2 -1 0 0 0
_EA| O 0o -1 2 0 0 0 (8)
0 0 0 0 .. 2 —cB -sp
0 0 0 0 .. —cB Cc’B  sBcph
0 0 0 0 .. —sB sBcB s'B

é o0 necessario uma matriz de rigidez global desmembrada (ni + 3)x(ni + 3) para o
membro i. Da mesma forma, podemos escrever a equacdo da energia cinética devido a

vibracio elastica conforme abaixo.

|4

Tre,ei = % lT-INWei- C?l = %a{ ng A:Iei- gla_l = %a’{@a_l 9)
na qual, usando as equacgoes (5) e (6) teremos a matriz:
M =C'.M .C =
[ 2c%8, 2sBcB, cB O 0 0 0 |
2sp.cp 2s°B. s 0 0 0 0
ch; Sp; 4 1 0 0 0
po;h. « 0 0 1 4 0 0 0 (10)
0 0 0O 0 .. 4 ch; sp,
0 0 .. B 2 2560H
0 0 0 O s, 2sp,ch, 282,8i |

naqual M éamatriz de massa global desmembrada (ni + 3)x(ni + 3) para o membro
~ei

i devido as vibracoes elasticas.
Em seguida, obtemos a matriz de massa global desmembrada devido ao movimento
do corpo rigido transversal. A energia cinética referente é a soma das contribui¢ées de

ambas as vibragdes elasticas e do movimento do corpo rigido, de modo que
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22— 2 12— Z 12 =2
Treri = Trefei t Treprpi =5 M ai+sa;M  a;=-a; M q; (11)
~el ~ rbi ~i
em que
i -
_Z(Czﬂi +niszﬁi) 2(1_ni)sﬂicﬂi ¢ 0 0 ns’s -nsp.ch, |
2AL-n,)spich, Z(Szﬂi-l-niczﬂi) s 0 0 —Nspieh, nc’s
¢ s 4 1 0 0 0 (12)
piihi 0 0 1 4 0 0 0
0 0 0o 0 4 .. ch, B,
ns’g ~nsgch 0 0 of ... AP +nstB) 2Al-n)sBes
—nsAcB, ne’s 0 0 sB .. Al-n)sBes  2$B+ncB)

é a matriz de massa desmembrada para o membro i.
Seguindo Meirovitch (2001) [2], neste momento, volta-se a atencdo para o processo
de montagem. Para este fim, escreve-se a energia potencial maxima do sistema, ou seja, o

maximo de energia potencial para a trelica toda, como se segue:

T —
Hmax —Zi=1nmax,i_5 i=14i K,ai_ga Ka (13)
~i

5
na qual N é o nimero total de membros da trelica, a é o sistema de vetor

deslocamento e K é a matriz de rigidez do sistema. Similarmente, o sistema referente a

energia cinética fica:

—

1 - > 1-
Trer = Xica Tref,i = > Nia; Ma; = ;aTMa (14)
~i

em que M é a matriz de massa do sistema. Assim, o processo de montagem se reduz

a geracdo das matrizes de massa e de rigidez do sistema correspondentes para o sistema de

vetores de deslocamentos.
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- Metodologia dos Observadores de Estado

Os observadores de estado foram inicialmente propostos e desenvolvidos por
Luenberger (1964), que continuou no decorrer dos anos aperfeicoando a metodologia [3].
A teoria dos observadores de estado encontra-se dentro da teoria de Controle Moderno e
tem sido estendida por varios campos de pesquisas para incluir sistemas variando no
tempo, sistemas discretos e sistemas aleatorios.

Desde 1964 os observadores tém sido apresentados em numerosos projetos de
sistemas de controle dos quais uma pequena porcentagem tem sido informada de forma
explicita. A simplicidade de seu projeto e de sua resolucdo faz do observador um
componente atrativo do projeto geral, principalmente pelo fato de reconstruir estados nao
medidos. Sua teoria estd intimamente relacionada a conceitos fundamentais de
controlabilidade, observabilidade e estabilidade, os quais se interagem mutuamente.

De acordo com Luenberger (1966) [4], o projeto de um sistema que produz uma
aproximac¢do para o vetor de estado é chamado de observador ou observador de
Luenberger.

0 observador é um sistema dinamico cujas caracteristicas sdo determinadas pelo
projetista, tendo como entradas, entradas e saidas do sistema real disponiveis, cujo estado
aproximado tem um vetor de estado que é linearmente relacionado com a aproximacio
desejada.

Segundo Luenberger (1964) [3], quase todo sistema é um observador. Diante disto,
considera-se inicialmente, por exemplo, o problema de observar um sistema livre, isto é, um
sistema S1 sem nenhuma entrada. Caso as saidas do sistema S1 sejam usadas como entradas
para monitorar outro sistema, S2, este segundo sistema ira quase sempre servir como um
observador do primeiro através de uma transformacdo linear que relaciona o estado do
observador com o estado do sistema original. Este resultado forma a base da teoria do
observador e explica porque existe muita liberdade no projeto de um observador.

A maior parte dos projetos de sistemas de controle esta baseada na suposicao de
que o vetor de estado completo esta disponivel por medicdo direta, mas nem sempre as
variaveis de estado estdo disponiveis, necessitando assim, estimar as variaveis que ndo sio
disponiveis por medicdo direta. Se caso o sistema for linear, seu vetor de estado pode ser
aproximadamente reconstruido, construindo um observador, onde este observador é um
sistema linear governado por saidas disponiveis e entradas do sistema original.

Em varios sistemas de controle, é fisicamente e economicamente inviavel a

instalacdo de todos os sensores que serdo necessarios para medir todas as variaveis de
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estado. Contudo, o projeto de sistemas de controle usando os observadores de estado pode
reconstruir os estados nio medidos ou os valores provenientes de pontos de dificil acesso
no sistema, no entanto, a condi¢do necessaria para esta reconstrucao é que todos os estados

sejam observaveis [3,5].

4.1.- Controlabilidade e Observabilidade

Um importante objetivo da teoria de controle moderno é o projeto de sistemas que
apresentam um desempenho 6timo [5]. A obtencido de sistemas de controle linear com
desempenho o6timo estd subordinada as propriedades de controlabilidade e
observabilidade do sistema. Adicionalmente, estas propriedades estabelecem as condi¢ées
de equivaléncia completa entre as representacdes por meio de fungdes de transferéncia e
de variaveis de estado.

Um sistema é dito completamente controlavel se, qualquer que seja o instante inicial
to, seja possivel transferir todo estado inicial {x(t;)} para qualquer estado final {x(t)} em um
tempo finito ¢ > ty por intermédio de um vetor de excitacio {u(t)} ndo sujeito a restricdo [5].

Isso requer que:

Posto [Mc] = Posto [[B] [A][B]....ceevvvevvinnnnn.. [A]"1[B]] =n (15)

Na qual [Mc] é a matriz de controlabilidade, [A] é a matriz dindmica do sistema, [B]
€ a matriz de entradas (matriz de distribuicdo) e n é a ordem do sistema.

Um sistema é dito completamente observavel se todo estado inicial {x(t;)} pode ser
determinado exatamente a partir de medidas da resposta {y(t)} durante um intervalo de
tempo finito ty <t < t[5]. Sendo assim, o sistema é completamente observavel se a matriz

de observabilidade [M,] apresenta a seguinte propriedade:
Posto [Mo] = Posto [[Cpe T [A]T [Cone T TAT 12 [Cre] T v v [AT]"P[C,e]T] = n (16)
Na qual é [M,] a matriz de observabilidade e [Cy.] € a matriz de medidas. Os

conceitos de controlabilidade e observabilidade podem ser ilustrados de acordo com o

esquema apresentado na Figura 2.
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Figura 2: Quatro divisdes possiveis de um sistema [6]. Sco: subsistema completamente controlavel e
completamente observavel; So: subsistema completamente observavel e ndo-controlavel; Sc: subsistema

completamente controlavel e ndo-observavel; Su: subsistema nio-controlavel e ndo-observavel.

4.2.- Estrutura Geral dos Observadores de Estado para Sistemas com Variagoes de
Parametros

A partir de Luenberger (1964), o observador de estado foi incorporado no controle
de um sistema que ndo tinha seu vetor de estado completo disponivel por medicao direta,
ou seja, o observador de estado seria o responsavel em abastecer o vetor de estado do
sistema controlado. Sendo assim, para um sistema linear e invariante no tempo, considera-
se a seguinte representacdo da variavel de estado do sistema para a descricdo do

observador de estado:
{x(©)} = [A] {x(®)} + [B] {u(t)} (17)
{y®} = [Cne] {x()} + [D] {u(®)} (18)

na qual {x(t)} € Rnx1 é o vetor de estado, {u(t)}c Rrxl é o vetor de entrada (vetor de
excitacdo), {y(t)} € Rkl é o vetor de saida, [A] € Rmxn é a matriz dindmica do sistema, [B] <
Rmp é a matriz de distribuicdo, [Cme] € Rk a matriz de medidas e [D] € Rk é uma matriz
constante, sendo n a ordem do sistema, p o nimero de entradas {u(t)}, e k o nimero de
saidas {y(t)}.

Uma das vantagens desse tipo de representacdo é que o vetor de estado {x(t)}
contém informagdes suficientes para resumir completamente o comportamento passado do
sistema, e o comportamento futuro é governado por uma simples equagdo diferencial de 12

ordem.
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De acordo com Meirovitch (1990) [2], um observador de estado para o sistema da

equacdo (17) é dado da seguinte forma:

()} = [Al x(O)} + [B] {u()} + [L] ()} - D(©®)) (19)

(D)} = [Crel (x(8)} (20)

na qual [L] é a matriz do observador de estado, e a matriz [Cn] é assumida ser do posto
completo, ou seja, o posto dela deve ser igual a ordem do sistema [7].

Trabalhando com sistemas onde sdo observadas variacées dos parametros, tém-se:

(x(6)} = [A+AA]. (x(D)} + [B] {u(0)} (21)

(O} = [Crel ()} + [DHu()} 22)
na qual [A + 4AA] é a matriz dindmica do sistema com variacdes de parametros.

Logo, um observador de estado para o sistema da equagao (21) é dado por:
@®) = [4+ 441 {x(O} + B} + L) (6©) - {y©)) 23)

(O} = [Crel {20} 24)

na qual, {x(t)} é o vetor de estado estimado pelo observador e {y(t)} denota o vetor

de saida do observador de estado.
- Projeto dos Observadores de Estado

Em um sistema mecanico, quando um determinado componente comeca a falhar,
um observador de estado montando para este sistema é capaz de sentir a influéncia desta
falha de forma bastante rapida. O observador de estado é um conjunto de equagdes
diferenciais ordindrias que apresenta a mesma resposta do sistema real, partindo do
principio de que este esteja funcionando de maneira adequada.

Desta maneira, o efeito sentido pelo observador de estado pode detectar e localizar

uma possivel falha em um sistema mecanico com varia¢des de parametros. O projeto dos
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observadores de estado é dividido em duas partes; (i) Montagem do observador global, e
(ii) Montagem dos observadores robustos aos possiveis parametros sujeitos a falhas.

Na primeira etapa, na montagem do observador global utiliza-se a mesma matriz
dindmica do sistema mecanico em questdo. Sendo assim, quando o sistema esta
funcionando adequadamente sem indicios de falhas, o observador global respondera
exatamente como o sistema real. Caso contrario, a resposta do observador nao sera igual,
podendo assim detectar uma possivel falha ou irregularidade no sistema. Este observador
também pode ser utilizado para a verificacdo de possiveis falhas em sensores, ap6s haver
descartado a existéncia de falhas nos parametros fisicos do sistema através dos
observadores robustos [8,9].

Na segunda etapa, antes da montagem dos observadores robustos aos possiveis
pardmetros do sistema sujeito a falhas, é retirada de cada observador robusto aos
parametros sujeito a falha uma variagcdo percentual de perda deste parametro. Desta forma,
a resposta do observador robusto que se aproximar da resposta do sistema com indicio de
falhas serd o observador responsavel pela localizacdo desta possivel falha do sistema.

Existe ainda a possibilidade de um ou mais parametros falharem ao mesmo tempo.
Neste caso, a solucdo seria de projetar observadores de estado robustos a todos os
parametros sujeitos a falhas [9]. Na Figura 3, apresenta-se o esquema montado para a
deteccdo e localizacdo de falhas em sistemas mecanicos com variacées de parametros
utilizando a técnica dos observadores de estado. Este sistema de observagdo é composto
por um sistema real, por um vetor for¢a de excitacdo {u(t)}, por um vetor resposta do
sistema {y(t)}, por um banco de observadores, por uma unidade de precisdo logica,

plotagem dos graficos e resultados.

10 JETI, v.1,n.4, 2018



{u(2)}

Sistema Real » (1)}

*  QObservador R
L Global -
»  Observador . Unidade Graficos
> —
Robustoz, Deciséo Resultados
Loégica
L—» Ohservador R
» Robustoz,

Figura 3: Sistema de observacio [6].

Pode-se notar neste esquema que o banco de observadores é composto pelo
observador global e pelos observadores robustos aos possiveis parametros sujeitos a falhas
Zleonserrens Zn, € que tanto o observador global quanto os observadores robustos recebem os
valores da excitacdo e da resposta do sistema real. Neste mesmo esquema tem-se a unidade
de decisdo logica que coleta e analisa a diferenca entre a resposta do sistema real e dos
observadores de estado montados, a fim de detectar e localizar falhas ou irregularidades no

sistema.

- Modelo Analitico De Uma Viga Trincada

A posicdo da trinca e o seu tamanho, podem ser detectados por alteracdoes na
frequéncia natural e nos modos de vibrar, pois quando uma viga é submetida a situagoes
dindmicas a trinca abre e fecha alternadamente dependendo da dire¢do da vibragio
causando variagoes dos parametros fisicos do sistema tais como a rigidez [10].

A presenca de uma trinca na viga, de acordo com o principio de Saint Venant, causa
uma perturbacdo na distribuicdo das tensdes na vizinhanga da trinca. Esta perturbacio é
especialmente relevante quando a trinca é aberta e determina uma redugao local de rigidez.
As propriedades estruturais da matriz de rigidez sao mais afetadas pela abertura da trinca
[10]. Elementos da viga ndo danificada foram modelados por Euller usando elementos
finitos com dois nos e dois graus de liberdade (deslocamento transversal e rotacdo) por né.
0 elemento trincado poderd ser modelado como elemento sem trinca se a mesma for

fechada.
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A energia de deformacdo de um elemento sem trinca, considerando a a¢do da forga

cortante, pode ser escrita como:

W == [M(M + Pz)?dz =—(M?h; +© ) (25)

No qual E é o modulo de Young, I o momento de inércia, h; o comprimento do
elemento finito. P e M sdo as a¢des da forga cortante e do momento fletor, respectivamente,
sintetizando a presenca dos elementos situados a direita do elemento, quando o
comportamento dos elementos situados a esquerda do elemento é considerado de
confinamento. O calculo da energia adicional da tensdo de uma trinca é estudado em
mecanica da fratura e os coeficientes de flexibilidade sdo expressos por um fator de
intensidade da tensao na escala da linha elastica usando o Teorema de Castigliano. A energia
adicional, no exemplo de uma viga de altura h e de largura b, devido a trinca pode ser escrita

como:

2 2 2
w® =p foa Ki ;Ku n (1+1;)K111 da (26)

na qual E’=E para plano de tensido, E' = E/(1 +v) Para o plano de deformacio, a ¢é a

profundidade da trinca e v é o coeficiente de Poisson. Fazendo uma andalise do elemento

flexionado a equacdo (26) conduz a:

w® — bfoa (Kim+K1p)*+Kfip da (27)

E/

na qual:

\/EFI (s)

IM bhz
Kip = bhz VT[aFI(S)
Kiip bh \/EFH (s) (28)

sdo os fatores da intensidade da tensdo para as trincas do tipo abertura e escorregamento

devido a M e P, respectivamente, e

12 JETI, v.1,n.4, 2018



0.923 + 0.199 [1 — sen (”—S)r

2 s :
Fi(s) = |—=tg (—)
ms T2 s
cos ( 2 )
_ : ,
F]](S) — (35 _ 252) 1.122 0.5615-!-1(12855 +0.18s (29)

Sendo s a relacdo entre a profundidade da trinca e a altura do elemento (s=a/h). Os

elementos da matriz de “compliance” (ou flexibilidade) céo) do elemento nao trincado

podem ser obtidos por:

(o) _ 62w(0) )

J = apge D= L22 P =P =M (30)

E os elementos da matriz adicional de flexibilidade cél) sdo:

W _w® . _ _
ij _aPian'il']_1'2:>P1_P'P2_M GU

Finalizando a matriz flexibilidade para o elemento com a trinca aberta fica:

¢, =c 4+ (32)
Das condicdes de equilibrio tem-se:
T T
(P| M; P Mi+1) :T(Pi+l Mi+l) (33)

com:

[0 2.l o

Pelo principio do trabalho virtual as matrizes do elemento sem trinca e do elemento

trincado podem ser respectivamente determinadas por:

ky = Tcéo)_lTT
ke = Tc'TT (35)

A matriz rigidez do elemento sem trinca com secdo transversal retangular vem da

teoria de Euler Bernoulli com fun¢do hermitiana fica:
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(Ebh® Ebh®  Ebh®  Ebh’
1° 2 1° 21°
Ebh®  Ebh®  Ebh’
K — 3l 21° 6l
" Ebh®  Ebh’
R 21°
sim Ebh”
L 3 (36)

A expressdo da matriz do elemento trincado é uma funcdo explicita de todos os

outros parametros aqui envolvidos. Entretanto note que a matriz pode ser escrita por:

kna, kpa, kKya, ko,
kpas Kpa, kya,

:al
kza, Ky,

sim K,y (37)

Considerando que a trinca possa atingir uma profundidade de até 40% da altura
(a=0.4h), os coeficientes a4, a,, a3 e a, sdo obtidos das curvas (Figura 4), para diversos

valores de profundidade da trinca. E das mesmas, se obtém as equagoes para os coeficientes,

Ay, a,, a3 e a, que estdo descritas na Tabela 1.

5 -
¢ a=0.05h o a=0.05h
X a=0.1h 4 x a=0.1h
22=0.15h » a=0.15h
X a=0.2h 3 1 x a=0.2h
0 a=025h o a=0.25h
- 2
©&=0.3n o a=0.3h
*a=035h +a=0.35h
’ .
- a=0.4h
0 05 1 15 2 | —a=04h
0 0,5 1 1,5 2
| r=hil r=hil
51 54
o a=0.05h ©a=0.05h
41 x a=0.1h x a=0.1h
a a=0.15h a a=0.15h
@ o]
53 x a=0.2h x a=0.2h
o a=0.25h o a=0.25h
21 o a=0.3h 0 a=0.3h
; s +2=0.35h
0 05 1 15 5 |~e=04h - a=0.4h
L r=h/l

Figura 4: Coeficiente de avaliagdo da matriz de rigidez modelado para a condi¢do de trinca aberta [10].
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Tabela 1: Equagdes das curvas dos coeficientes o para as profundidades em estudo:

| (¢4 |
a = 0.054 a = —0,0133r* + 0,0533r% — 0,0767r2 — 0,0133r + 1
| [ ! § : |
a = 0.10A a = —0,0493r* +0,1907r% — 0,2117r2 — 0,0357r + 1
| I : § ’ |
a = 0.15h a = —0,0133r* + 0,0447r% — 0,0157r2 — 0,2187r + 1
| I : § ’ |
a = 0.20h a = 0,0227r* — 0,1013r° + 0,1803r2 — 0,4017r + 1
| I ' ’ ’ |
| a = 0.25h I a =0,057r* — 0,2583r° + 0,4577r% — 0,6714r + 1 |
a = 0.304 a =0,0913r* — 0,4153r° + 0,7352r2 — 0,9412r + 1
| [ ! g ’ |
a = 0.35h a = 0,0972r* — 0,4843r° + 0,9653r% — 1,2067r + 1
| I ! i ’ |
a = 0.404 a = 0,1031r* — 0,5532r° + 1,1954r% — 1,4723r + 1
| I ! ’ ’ |
| a2 |
| a = 0.05h I a = 0,03067 + 1 |
| a = 0.10A I a =0,0857r + 1 |
| a =0.15h I a=02421r +1 |
| a = 0.20h I a =0,3985r + 1 |
| a = 0.25h I a=06712r +1 |
| a = 0.30h I a=09439r + 1 |
| a = 0.35h I a=1381r+1 |
| a = 0.40h I a=18181r +1 |
| a3 |
| a = 0.05h I a=-3"1"%24005r+1 |
| a = 0.10A I a=1"r3 —371%2 +0,075r + 1 |
| a = 0.15h I a = 0,0182r3 — 0,036472 + 0,2045r + 1 |
| a = 0.20h I a =0,0363r° — 0,0729r2 + 0,334r + 1 |
| a = 0.25h I a =0,0184r° + 0,0001r2 + 0,4867r + 1 |
| a = 0.30h I a = 0,0004r° + 0,0731r2 + 0,6394r + 1 |
| a = 0.35h I a = 0,0385r3 + 0,039272 + 0,9938r + 1 |
| a = 0.40h I a = 0,0765r° + 0,0053r2 + 1,3482r + 1 |
| ! |
| a = 0.054 I a = —0,0043r3 + 0,0342r2 + 0,0388r + 1 |
| a = 0.10% I a = 0,0141r3 — 0,0306r + 0,1257r + 1 |
| a = 0.15k I a =0,0141r® — 0,030672 + 0,1257r + 1 |
| a = 0.20h I a =0,0141r® — 0,0306r% + 0,1257r + 1 |
| a = 0.25h I a =0,0141r° — 0,0306r2 + 0,1257r + 1 |
| a = 0.30h I a =0,0141r° — 0,0306r2 + 0,1257r + 1 |
| a = 0.35h I a =0,0141r° — 0,0306r2 + 0,1257r + 1 |
| a = 0.40k I a = 0,0141r3 — 0,030672 + 0,1257r + 1 |

Sendo r a razdo entre a altura e o comprimento do elemento trincado (r=h/I).
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6.1.- Equacdo do Movimento

A resposta dinamica da viga nos intervalos de tempo em que a trinca esta fechada
pode ser considerada, para simplificar, como a de uma viga sem trinca, porque as interfaces
de trinca interagem completamente entre si. Debaixo da acdo da forca de excitacdo, a
abertura e o fechamento da trinca alternarao em funcao do tempo.

A equacdo do movimento da viga trincada discretizada para Ne elementos finitos e

submetida a um vetor de excitacdo externo f{t) pode ser escrita por:

Mu(t) + cu(t) + (K, — yAK)u(t) = £(t)
u(0) =u°
1(0) = u® (38)

na qual:

M: Matriz de Massa

C: Matriz de Amortecimento
(Ku - yAK): Matriz de Rigidez
AK =Ku - Kc

_{ 1- Quando a trinca esta aberta}
V= 0 - Quando a trinca esta fecBada

Considerou-se y = 1, pois durante o periodo em que a trinca permanece fechada (y
= 0) a matriz rigidez é composta apenas pela parcela em que ndo se considera a trinca,
portanto neste momento nio ha existéncia de falha.

Para uma viga em trés dimensdes, como na Figura 5(a), encontram-se doze graus de
liberdade, seis graus de liberdade em cada né da viga, sendo trés de deslocamento e trés de

rotacgao.
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(a) (b)
Figura 5: (a) Viga 3D: Doze graus de liberdade da barra ij no referencial local, (b) Trelica 3D: Seis graus de

liberdade da barra ij no referencial local [11].

Assim para a viga tridimensional, juntamente com a equacgdo (37) obtém-se a

expressdo da matriz do elemento trincado, ficando dessa forma:

_kuaz kpa, kpa, kya, ksa, kea, kypa, kga, kga, Ky,  Kpa, kuzaz_
Kppos Kyt Ky Ky, Kyas Kya, Ky, Kypa, Kooy Ko,  Kypa,

Koy Kyur, Kasar, Kygar, Ky, Ky, Ko, Ky, Ko, Kappa,

Kuas K, Ky Koo, Kgas Ko, Kgas Ko, Ko, (39)

Kest, Koot Kepa, Kegty Kepar, Koot Kepn@,  Kepp,

Kests Koyt Kegaty Koot  Keygs Ko, Ko,

k. =a,
ki, Kipa, Ko, Kuga, Kina,  Kipa,
Kegts  Keot,  Kgioy, Ko,  Kgppta
Kooy Koo, Ko, Ko,
Kiowo®s  Kioni®s  Kioio@s
kpuna,  Kpua,
sim k1212053_

- Modelo de Uma Trinca em Barra de Trelicas

Analogamente ao modelo analitico de uma viga trincada, foi feito para trelicas.
Utilizando uma barra da trelica e analisando separadamente cada membro, de acordo com
a Figura 5(b), na qual cada membro possui 6 graus de liberdade.

Assim, a expressao da matriz do elemento trincado de acordo com a equacao (37),

se torna:
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(k110  kipap,  kiza, kiaan  kysap  kyean)
kaaas  kazay Kapatty kysap  kaeas
kssa, ksiay kssap  Kkseas

k. =aq (39)
¢ kysas kysay kieay
kssa, ksea,
| sim keeas
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