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RESUMO: O presente artigo relata um trabalho desenvolvido no a&mbito do Programa de Educacéo Tutorial
(PET Conexdes de Saberes Matematica), do Curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Federal
de Mato Grosso do Sul (UFMS) - Campus de Trés Lagoas (CPTL). O objetivo é apresentar de forma breve o
contexto historico da formulacdo dos NUumeros Complexos e dos Quatérnios, bem como a utilizagdo dos
Softwares Educativos Livre GeoGebra e QUATERNION como recursos pedagdgicos, facilitando a
compreenséo das definigdes, propriedades e conceitos relacionados a esses conjuntos. O trabalho apresenta
também resultados de uma pesquisa feita com estudantes do curso de Licenciatura em Matematica sobre o
uso de tecnologia para o ensino de nimeros complexos e quatérnios. Através da pesquisa foi possivel
perceber a eficiéncia de usar recursos tecnologicos, em especial os Softwares livres em questdo, bem como
proporcionar ao estudante pesquisador um novo conhecimento da generalizagdo dos Niumeros Complexos
(caracterizados pelos Quatérnios).
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ABSTRACT: The present article reports a work developed within the ambit of the Tutorial Education Program
(PET Mathematical Knowledge connections), of the Degree Course in Mathematics at the Federal University
of Mato Grosso do Sul (UFMS) - Trés Lagoas Campus (CPTL). The objective is to briefly present the historical
context of the formulation of Complex Numbers and Quaternions, as well as the use of the Free Educational
Software GeoGebra and QUATERNION as pedagogical resources, facilitating the understanding of definitions,
properties and concepts related to these sets. The paper also presents results from a research done with
undergraduate mathematics students on the use of technology for teaching complex numbers and quaternions.
Through the research it was possible to realize the efficiency of using technological resources, in particular the
free Software in question, as well as providing the student researcher with new knowledge of the generalization
of Complex Numbers (characterized by the Quaternions).
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Introducéo

A consolidacdo das operacdes com os Numeros Complexos, teve seu inicio durante
0 século XVI, quando os matematicos, Scipione Del Ferro (1465 - 1526) e Niccolo Fontana
Tartaglia (1500 - 1557), desenvolveram a formula para as solu¢gbes de equacdes cubicas
reduzidas, sem o termo do segundo grau. Porém, segundo contextos historicos é Girolamo
Cardano (1501-1576), quem demonstrou pela primeira vez em sua obra conhecida como
“‘Ars Magna” publicado em Nuremberg (1545) na Alemanha, tal método. Cardano é
surpreendido ao passo que comega a lidar com “raizes quadradas de numeros negativos

segundo as regras usuais da algebra de entdo”. Logo, “nessa época nem 0s numeros
negativos eram compreendidos com muita clareza” (NEVES, 2014, p. 3).

A equacdo geral do terceiro grau pode ser determinada pela expressao
convencionada ax3 + bx? + cx +d =0, com a # 0. Com a utilizacdo dessa férmula é
possivel encontrar todas as raizes do terceiro grau, porém para que isso seja possivel, é
necessario converter a equacao cubica completa, numa equacédo cubica sem o termo do
segundo grau. Dessa forma, a equacéo cubica do terceiro grau ax® + bx* +cx+d = 0, é
reduzida para y* + py + ¢ = 0 (GUEDES JUNIOR, 2016).

Considerando y = u + v, pode-se encontrar a equacéo do segundo grau, onde u? e

v3 sdo as raizes:

v +py+q=0

p
3 .3y — _ 3.3 _ _FP
(u® +v°) qeu’v 57
Sendo u? e v?3 as raizes, entio:
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A equacao anterior ficou conhecida como Férmula de Cardano, Tartaglia e Del Ferro.

Apos sua demonstracdo, conforme ja mencionado, Cardano apresentou-se surpreso ao

lidar com raizes de numeros negativos que eram numeros vistos com desconfianca, ndo
levando adiante os estudos de numeros negativos, dessa forma, segundo Neves (2014):

Tal tarefa foi levada a cabo por Rafael Bombelli (1526-1572), que dedicou boa parte

de seu livro “Algebra”, publicado em 1572, ao tratamento de regras para se operar

com tais nimeros. No final do século XVI, os matematicos operavam com 0s numeros

complexos segundo essas regras, mas o faziam com muita desconfian¢a, pois nao

os consideravam objetos matematicos de fato, mas apenas como simples recurso de

célculo. Ainda assim, muitos progressos foram obtidos dessa forma [...] (NEVES,
2014, p. 03).

Para tanto, entre todos os matematicos que contribuiram para a formulacdo dos
Numeros Complexos, a presente pesquisa levou em consideracdo as definicdes
apresentadas por William Rowan Hamilton (1805-1865), ao conceituar a estrutura formal
da &lgebra dos Numeros Complexos no plano como pares ordenados de NUmeros Reais
(a,b).

Logo, este trabalho busca mostrar que, fazer uso de softwares educacionais livres
para o ensino e aprendizagem de Matematica, pode ser uma forma diferenciada de tornar
as aulas mais atrativas e dinamicas. Visto que, tais softwares livres uma vez baixado nos
dispositivos méveis como celulares, podem ser utilizados sem o uso da internet,
possibilitando tato aos estudantes quanto professores uma ferramenta alternativa na
construcdo de tabelas ou gréficos.

Posto isto, o objetivo deste trabalho € apresentar de forma breve o contexto historico
da formulacdo dos NUumeros Complexos e dos Quatérnios, bem como utilizar o Software
Educativo Livre GeoGebra e o Software Livre on-line QUATERNION, como recursos
pedagogicos facilitando a compreensédo das definicbes, propriedades e conceitos desses

conjuntos.

O Conjunto dos Numeros Complexos e Quatérnios

O conjunto dos Numeros Complexos, denotado por C, é definido como:

C={a+bi:ab€eRei?=-1}
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A representacdo dos Numeros Complexos € da forma z = a + bi, em que a e b séo
nameros reais e i a unidade imaginaria. O conjunto dos Numeros Complexos € uma
extensdo do conjunto dos Numeros Reais, visto que compartilha das mesmas propriedades,
munido das operacdes de adicdo e multiplicagdo, contendo uma estrutura de corpo
algebricamente fechado. Na figura 1, observa-se as representacdes algébrica e geométrica
dos Numeros Complexos consolidados por Hamilton, utilizando como recurso pedagogico
o Software Educativo Livre GeoGebra. Segundo Soffa e Alcantara (2008, p. 4924 - 4925),
“O que diferencia um software educativo de outras classes de softwares educacionais é o
fato de ser desenvolvido com o designio de levar o aluno a construir um determinado
conhecimento referente a um conteudo didatico”. E ainda, segundo Silva (2019), os

Softwares Educativos Livres sdo aqueles que ndo demandam custos.

Figura 1. Representagdo Geométrica da igualdade, soma e multiplicacéo

@ GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

GRS ello)a) N =]+

» Janela de Algebra X | * Janela de Visualizagdo
® z,=1+5i -

® Z,=1+5i
® Z,=2+10i
@ z,=-24+10i 14
@ textol=%z_1xz_2"

® texto2=%z 1+z_2"
® textol3=%z 1=2_2" 2

Fonte: Elaborada pelos autores.

Dados dois Numeros Complexos z;, z, quaisquer,taisquez; =a+ bi ez, =c+di,
eles podem ser operados da seguinte maneira:
Igualdade
o z1=z,a=bec=d

Adicao
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e z1+z,=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i

Multiplicag&o
zy * z, = (a + bi) * (¢ + di) = (ac — bd) + (bc + ad)i; em que * indica o produto entre dois
objetos (neste caso os complexos).

William Rowan Hamilton apresentou em 1833, na academia Irlandesa, um artigo
sobre 0s numeros Complexos como pares ordenados de Numeros Reais (a, b) no plano.
Definiu as operacdes de soma e multiplicacdo de modo que: (a,b) + (c,d) = (a+c¢,b + d)
e (a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + bc), dessa forma, o par ordenado (a,0) representa um
namero real, e ainda, o par (0,1)(0,1) = i? = —1, onde finalmente ha uma explicacdo l6gica
para v—1 (GUEDES JUNIOR et al., 2016).

Dessa forma, houve a aceitacdo da algebra dos Numeros Complexos pelos grandes
matematicos do século XIX, tornando possivel realizar no plano transformacdes através
das operacbes de adicdo determinando a translacédo, e a multiplicacdo determinando a
rotacdo de corpos rigidos, sem alterar as propriedades do conjunto dos NUumeros Reais.
Neste contexto, segundo Neves (2008, p. 10), afirma que

Hamilton construiu uma estrutura algébrica para os "pares algébricos ou numeéricos"
(x,y), similar a dos nimeros complexos x + iy, de modo que tais nimeros pudessem
ser identificados pela relacdo* (x,y) = (x,0) + (0,1)(y,0) = x + iy. No final do artigo,

Hamilton revelou que pretendia estender seus resultados em busca de uma "Teoria
de Tripletos" (x,y,z), jA com a intencéo de obter um modelo analitico para o espago.

Passados anos, Hamilton estabeleceu, do ponto de vista pratico, a solu¢cdo desse
problema que continuava sem respostas entre 0s matematicos da época, onde em vez de
trés parametros ele passou a considerar quatro parametros para obter a rotacéo de objetos
no espago. Hamilton na tentativa de definir a multiplicag&do dos tripletos (x,y, z), fazendo
uso das mesmas propriedades dos pares numéricos (x,y), se deparou com o fator ij
obtendo a ndo comutatividade nessa operacéo, a partir dessa manipulagéo algébrica surgiu
um novo elemento k = v—1, que por sua vez é perpendicular simultaneamente a i e j,
estabelecendo a Algebra dos Quatérnions (SANTOS, 2013).

Hamilton, quando caminhava pelo Canal Royal, em Dublin ao passar pela Ponte de

Brougham, tirou seu canivete e deixou cravado em uma pedra a féormula fundamental: i? =

4 Essa relacdo é encontrada nos livros didaticos de matematica do ensino médio.
® Hamilton usou a expressdo “triplets”. Por ja ter sido consagrado nos textos em lingua portuguesa, usaremos a
expressao “tripletos” nesta dissertacao.
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j? = k? = ijk = —1. Sir Willian Rowan Hamilton como era conhecido, mostrou pela primeira
vez a utilizacao da classe dos Quatérnios para rotacionar corpos rigidos no espacgo, em seu
artigo "On Quatérnios”, lido na Academia Real Irlandesa em 11 de novembro de 1844
(NEVES, 2008).
O conjunto dos Quatérnions, denotado por H em homenagem a Hamilton, é definido
como:
H={a+bi+cj+dk;ab,c,d € Rei?=j?=k?*=ijk=-1}.

Os quatérnios, no corpo dos Reais, com as operacdes de soma e multiplicacédo por
escalar, formam um espaco vetorial. Portanto, transformacdes como rotacionar objetos
podem ser feitas a partir das definicdes de alguns axiomas. Algebricamente € dizer que:
(H,R,+, *). Ao realizar a soma ou multiplicacdo entre Quatérnions, e ainda, realizar a
multiplicacdo entre um escalar e um Quatérnio se obtém um fechamento, isto é, os
resultados das operacdes sempre pertencerdo aos Quatérnios.

Para definir os axiomas do espaco vetorial, tem-se Va, 8 € R; Vq,q,,9, € H.

Propriedades que satisfazem a adicao;

Comutatividade: g + q; = q1 + q;

Associatividade: (g +q1) + g2 = q + (g1 + q2);

Vetor Nulo: g + 0 = q;

Existéncia de Elemento Inverso Aditivo: g + (—q) = 0.

Propriedades que satisfazem a multiplicacao;
Associatividade: (qq1)q2 = 9(q192)

Existéncia de Elemento Inverso Multiplicativo: gq~* = 1;
Existéncia de Elemento Neutro: g x 1 = q.

Propriedades entre escalares e Quatérnios;

Associatividade: q(8q,) = (89)q.;
Distributividade: (a« + £)q = aq + Bq;
Distributividade: (q + q;)a = aq + aq;.

Igualdade entre Quatérnios.

Sejamqg=(a+bi+cj+dk)=(a,D) EH e
q, = (ay + byi + ¢;j + d k) = (a,, ;) € H, entao:

g=q: © (a=ay) e @ =1).
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Adicao

Para realizar a adicdo com os Quatérnios, deve-se proceder igualmente como nos

Numeros Complexos, somando as coordenadas correspondentes.

Sejam q = (a + bi+cj+dk) = (a, V) EH e q = (ay + byi + ¢j + d k) = (a,,77) €

H, entdo:

q+qi=(a+bi+cj+dk)+ (a,+bii+cj+dik)=(a+a)+B+b)i+(c+c)j+

(d + dy)k.

Multiplicacéo

Realizar a multiplicacéo dos Quatérnios, torna-se facil quando se aplica inicialmente

a representacao grafica e algébrica conforme ilustram as figuras 8 e 9 (ndo comutatividade

desse corpo), bem como as relaces fundamentais descrita na definicdo 1.

Figura 2. Representacdo Grafica da ndo Comutatividade da Multiplicacdes de Quatérnios.

Fonte: Elaborada pelos autores.

fk=-1

\/"

Tabela 1 Representacao Grafica da ndo Comutatividade da Multiplicagcdes de Quatérnios.

1 i ] k
l 1-1=1 g =d =g | 1ok=4%
i i-1=12 1= -1 -j=k |1-k=—]
W 1= |j-i=—k|ji=-1| j k=i
il k-1=k i=j |k-j=—i|k-k=-1

Fonte: Elaborada pelos autores

Para realizar a multiplicacdo dos Quatérnios, as seguintes relagcdes fundamentais

foram definidas.

Definicao 1:

e ij=k >iij=ik 2i%j=ik=>(-1)j=ik = ik=—j
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e jk=i=jjk=ji>j*k=ji=>CDk=ji>ji=—-k
e ki=j=>kki=kj=k*i=kj=>(-Di=kj=>kj=-i
e ij=k>ijk=kk=ik=k?*=ik=-1
Desta forma, a multiplicacdo entre Quatérnios é dada por:
Sejam g =(a+bi+cj+dk)=(a,?) EH e q; = (a; + bii + ¢yj + dik) = (ay,77) €
H, entdo:
qq. = (a+ bi + c¢j + dk)(a, + byi + ¢ij +d k) = alay + byi + ¢yj + d1k) + bi(a, + byi +
cij +dik) +cj(a; + byi + ¢yj + dik) + dk(a, + byi + ¢yj + dik) = aay + abyi + acqi +
ad.k + bia, + bibyi + bic{j + bidk + cja, + ¢jbyi + cjcqj + cjd 1k + dka, + dkbyi +
dkc,j + dkd,k = aa; + bbyi? + ccyj? + dd,k? + abyi + acyj + ad,k + bayi + cayj + dak +
bciij + bdqik + cbyji + cd,jk + db ki + dc, kj = aa, — (bby + cc; +ddy) + a(byi + cij +
dik) + a,(bi + ¢j + dk) + bcik — bdyj — cbik + cbyi + db,j — dcyi = aa; — (bby + ccy +
dd,) + a(bii + cij +dk) + a,(bi + ¢j + dk) + (cd; —dcy)i + (dby — bd,)j + (bc; — cby)k.
qq. = aay — (bby + cc; +dd,) + a(byi + ¢1j + dik) + a(bi + ¢j + dk) + (cdy — dcy)i +
(dby — bdy)j + (bcy — cby)k. (1)
Os resultados obtidos em (1), podem ser expressos em termos de produtos
escalares e vetoriais.
e aa; — (bby+ccy+ddy) =aa; —v-v;
e a(byi+cyj+dik)+ a(bi+cj+dk)=av]+ a,v
e (cd,—dcy)i+ (dby —bdy)j+ (bc; —cb))k =V X V]
e qq,=(aa; —v-v;)+ (av; + a,¥ + ¥ X v7); em que - indica o produto escalar e X 0
produto vetorial.
Norma de um Quatérnio

Seja q = (a + bi + ¢j + dk) = (a, V) € I, define-se a norma ou valor absoluto de g,

sendo 0 numero nao negativo, como segue:llq|l = \/T =Ja? + bi% + ¢j2 + dk? =
Conjugado
Seja q = (a + bi + ¢j + dk) = (a,v) € H, é definido o conjugado de g, como: g =
(a—bi—cj—dk) =(a,-v) € H.
Proposicéo 1: A relagdo entre o médulo e conjugado dos Quatérnios é dado por:

q9 = qq-
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Sejamqg=(a+bi+cj+dk)=(a,D)EH e
q = (a — bi — ¢j — dk) = (a,,—v;) € H, entao:
qq = (a + bi + ¢j + dk)(a — bi — ¢j — dk) = (aa — abi — acj — adk) + (—abi — b?i? —
bcij — bdik) + (—acj — bcji — ¢?j* — cdjk) + (—adk — bdki — cdkj — d*k?) = [a* + (abi —
abi) + (acj — acj) + (adk — adk)] + [-b?(—1) — c?(—1) — d?(—1)] + [(bck — bck) + (bdj —
bdj) + (cdi — cdi)] = a® + b? + ¢ + d?.
qq = (a + bi + ¢j + dk)(a — bi — ¢j — dk) = (aa — abi — acj — adk) + (—abi — b?i? —
bcij — bdik) + (—acj — bcji — ¢?j? — cdjk) + (—adk — bdki — cdkj — d*k?) = [a? + (abi —
abi) + (acj — acj) + (adk — adk)] + [-b*(—1) — ¢?(—=1) — d?*(—1)] + [(bck — bck) + (bdj —
bdj) + (cdi — cdi)] = a® + b? + c% + d?.

Portanto,

||q||2=qci=c‘1q=a2+b2+c2+d2.

Proposicdo 2: Relagbes entre dois Quatérnios conjugados:

991 = 991

Sejamqg=(a+bi+cj+dk)=(a,v)EH e
q, = (ay + byi + ¢;j + d k) = (a,,77) € H, entdo:
qq. = (a + bi + c¢j + dk)(a, + byi + c1j + d k).
qq. = (aa; — bb; — cc; —dd,) + (aby + bay + cdy — dcy)i + (ac; — bd, + ca; +dby)j +
(ady + bcy — cby +day)k.
qq; = (aay — bby — cc; — dd,) — (aby + ba; + cdy —dc,)i — (ac; + bd, —cay — dby)j —
(ady + bcy — cby +day)k.
qq: = (a — bi — cj — dk)(ay — byi — c1j — d k).
qq: = (aa; — bb; — cc; —dd,) + (—ab, — ba; — cdy + dcy)i + (—ac; + bdy —ca; —dby)j +
(—ady — bcy + cby — day)k.
qq; = (aa; — bb; — cc; —dd,) — (aby, + ba, + cd; — dc;)i — (ac; + bd, — ca; —db,)j —
(ady + bcy — cby + day)k.

Quatérnios Unitarios
Seja g € H, um Quatérnio unitario ou normalizado ||g|| = 1, a inversa é o complexo

conjugado:
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Quatérnios Inversos
Todo Quatérnio diferente de zero tem um multiplicativo inverso, que é definido como:
q'q=qq7"
Considerando g~ um Quatérnio inverso a direita, e assim, observa-se que para
normalizar um Quatérnio basta fazer a razéo entre o Quatérnio e seu modulo ao quadrado.

Assim:

_ 2
a7 |lal]”
—_2—_2—1

llgl]”  lql]

Ao considerar g~ um Quatérnio inverso a esquerda, segue:

_ 2
Ly, Ga _llall” _
= ==
llall™ lql|
Divisdo entre Quatérnios
Sejamqg=(a+bi+cj+dk)=(a,D) EH e
q, = (ay + byi + ¢yj + d. k) = (a;,v;) € H, é realizada a divisédo entre g e g;, cOmo:

Divisdo a esquerda:

Divisdo a direita:

Rotagcdo com Quatérnios

Operando um ponto no R3, representado por um vetor # = (e 1y, 12), €,
transformando esse vetor num Quatérnio g com g € H , tem-se que a parte escalar desse
Quatérnio sera nula obtendo um Quatérnio puro p = (0,7). A rotacdo anti-horaria de um
angulo 6, que sera aplicado no eixo definido pelo vetor unitario 7 = (n,,n,,n,), €

fundamental ser representada por um Quatérnio unitario.
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Figura 3. Eixos de Rotacédo

Em torno do eixo x

Em torno do eixo ¥

piq

E Em torno do eixo z
k4 3
¥

¥

{ A
U/

Fonte: Elaborada pelos autores.

Serdo utilizado as ldentidades do Calculo Vetorial:
vV-Fxv)=0
SUXT =—SF XV
VX@XT)=@-PVv— W V)7
A expressao de rotacdo de um Quatérnio pode ser descrita como:
qrq = (s,9)(0,7)(s,—v) = (s5,7)(0s =7 (—=0),—00 + st + ¥ X =V = (5, V) (7, sT =¥ X V) =
(s(?-?)—ﬁ-(s?—?xﬁ),s(s?—Fxﬁ)+(?,ﬁ)ﬁ+ﬁ>< (sF—7xD))= (s(?-?)—ﬁ-s?—
V- (—F X D), s —sPXV+ (P D)V +VXSF+ DX (—F X D)) = (s(F-F)—s(F-ﬁ)+ﬁ-(?-
13),52?+sﬁ><?+(7-13)13+517><F+17><(ﬁx?)) =@ - FXxV),s?F+F D)+ 25V X7+
@AV — @ D)) = (0,57 — (U D)+ 2(0-7)D + 25U X T) 2
Por definicdo, segue:
1 1
q= (cosze,senzen)
1

_ 1 —
q = (cos 3 0,—sen > on)

Ao realizar uma rotag&do no espaco € necessario fazer uma interpretagdo geométrica.
Sendo q = (s,¥) um vetor unitario, segue pela identidade fundamental da trigonometria,
que existe um 6 tal que s = cosé, ||v|| = send e #t = (n,,n,,n,) < |7l = 1 onde o vetor &
€ um vetor diretor que representa uma rotagdo no espaco.

Por definicdo, temos:

q = (s,7) = (cos, senbn)
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Dessa forma, substitui-se essa interpretacdo geomeétrica na expressao obtida em (2),
segue:
s = cosf = s? =cos?6
U = senfn

qpq = (0,s%7 — (D V)F + 2(D - #)U + 25U X ) = (0, (cos? §)7 — (senbit - senfn)i* +
2(senfii - #)senbii + 2cos0 (senfn) x ) = (0, (cos? 8)7 — (sen? 71 - )7 + (2sen? O) (7 -
7)1 + (2cosfsend)n x ) = (0, (cos? 8)7 — (sen? B)7 + (1 — cos20) (i - )7 + (sen20)7 X

7) = (0, (cos? 8 — sen? 0)7 + (1 — cos20) (7 - )il + (sen20)ii X 7)) = (0, (cos20)7 + (1 —

cos20) (1 - )N + (sen20)n X 7).

E possivel observar que dado um vetor 7 unitario e um angulo de rotacdo 6, o
Quatérnio g = (cos0, senfn) executa uma rotacéo de p em torno do eixo 7 de angulo 26.
Ao multiplicar dois Quatérnios unitarios de eixos e angulos diferentes, naturalmente é
possivel representar a composicao de suas rota¢des, ocorrendo a parametrizacdo entre 0s

guatérnios. Entéo, a rotacdo composta pode ser realizada da seguinte forma:

44 = 3 = q43Pqs = q30qs = Rqz(p)
Conclui-se que:
Gz = q1q2 = (52,V2)(S1, V1) = (8251 — Uy, SaVy + 510U, + Uy X Uy) © G35 = (528 —
VU, —SaVy — S1Up — Uy X Up) = (8251 — UpUy, —SpU; — S1Up + Uy X V) © q3q; =

(51,:1_51)(52,—132) =q3 = q4 = (5281 — 732171» _52771 - 51732 + 732 X 731)-

A primeira rotacdo pode ser representada pelo Quatérnio:

180° 180°
q1=<cos S sen— (0,0,l)>=(cos90°,sen90°(0,0,1))=(O,(l)(0,0,l))=(0,(0,0,1))
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Figura 4. Rotacao via Quatérnios representado no Software Livre on-line Quaternion - Vista Superior.

Quaternion
.——\jlll— —
\ x |
x's,k . |
f
| Z |
[ —
I.\ {'

Aplicar ratagao

Fonte: Acervo dos autores.

A segunda rotacdo € dada pelo Quatérnio:

180°  180°
q2=<cos S sen— (1,0,0))=(cos90°,sen90°(1,0,0))=(0,(1)(1,0,0))=(O,(l,0,0))

Figura 5. Rotagdo via Quatérnios representado no Software Livre on-line QUATERNION - Vista Superior.

Quaternion

r
/ Aplicar rotagan

Fonte: Acervo dos autores.

Para saber o comportamento algébrico do corpo rigido em seu instante inicial e apés
as duas rotagGes, suponha-se que o ponto inicial ocupe a posi¢éo v; = (10,5,10), ou seja,
10 na diregcéo das abscissas, 5 na direcédo das ordenadas e 10 na dire¢ao das cotas. Aplica-
se a rotagdo na posicdo inicial sobre o ponto v; = (10,5,10) a posicao final sera v, =
(—10,5,—10). Assim, ao multiplicar dois quatérnio, pode-se encontrar a parametrizacdo em

coordenadas, determinando a posicédo de um corpo rigido no espaco e sua trajetoria.
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q3(0,81)gs = (0,(0,—1,0)), (0, (10,5,10)(0, —(0,—1,0) = (0,(0,—1,0))(0- 0 +
(0,—1,0)(10,5,10),0(10,5,10) + 0(—(0,—1,0) + (0,1,0) x (10,5,10) = (0, (0,—1,0)), (0 + (0 —
5+ 0), (10,0 — 10) = (0, (0,—1,0)(-5,(10,0,—10) = (=5-0 —

(10,0, —-10)(0,1,0), =5(0, —1,0) + 0(10,0, —10) + (10,0,—10) x (0,—1,0) = (0 — (10-0+0 -
1-10-0),(0,5,0) + (—10,0,—10) = (0, (—10,5,—10)).

Ao considerar o ponto 4 = v; = (10,5,10) em um corpo rigido qualquer, e utilizando
o Software® GeoGebra; nas figuras seguintes é possivel visualizar a rotacdo deste mesmo
corpo representado pela rotagdo composta via quatérnios do ponto A = v, = (10,5,10)
contido na esfera. Traga-se um arco de circulo maximo até o ponto B = v, = (—10,5,—10),

€ possivel notar a translacéo ocorrida do ponto A até o ponto B.

Figura 6. Rotacgdo via Quatérnio representado no Software GeoGebra 3D - Vista Frontal.

£ feobiebra Chasric § S |
Aeguivo Edrar Edbic Opgldes Feramantss Jansts Auds Errar
- - i 7
Al Bl el Al @) £ <] e
k Janela de Algetsa | v Janela de Visualizag o 30
@ A={i0,5, 40

& =06, A0
3= (10, 8, 100 + & (-0, 0, .20
o =T 6, 0+ B, L
=l 5, 0F
W ey 5 e - b
I = LA, 52, 461
E = [-4.62, 6.4 653y
& o= {0, 5, O+ {- 1059 cosl) -
W b W ey B 0 =1
Wik e 0N e . ) 0 i e I

Erfrada

Fonte: Elaborada pelos autores

6 Para facilitar o desenvolvimento do estudo utilizaremos Software com o mesmo significado de Softwares Educativos
Livre ou Softwares Livre on-line conforme mencionado no corpo de texto.
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Figura 7. Rotacao via Quatérnio representado no Software GeoGebra 3D - Vista Superior-Posterior.
€ Rotagso 2agb = O =%

Aequvo Edmar Exble Opgles Ferramentss Janels Auda Entrar

| o . : ' » . n
AU Al DOy | | @ L N aec <D

» Janela de Algetra X1 Janeta de VisuakzacSo 30
® A-(10.5 10
® B~(90,5 100
X = (10,5, 10) + A (-20,0..20)
= (0, 5,00 + A 0, 20, 0)
C=0,50)
® ¥ty 5200
D~ (864, 52, .461)

E* (4.62, 643,692)
® X~ (0,5 00+ (-90.59 cosit) -
@ oo W ety e 10y -1
@ dixe 100 oty 5 o0 Wy

Errada

Fonte: Elaborada pelos autores

Dessa forma, a multiplicacdo entre Quatérnios facilita a parametrizacdo de objetos
em coordenadas de maneira simples, com composi¢cao de numeros arbitrarios de rotacao,
através de quaisquer pontos desse objeto. Entdo, para representar a orientagcdo de um

corpo rigido basta tomar um Quatérnio.

Ensino de matematica utilizando tecnologia e 0os uso dos softwares livres GeoGebra
e Quaternion

As Tecnologias Educacionais, em especial os Softwares Educativo Livre como o
GeoGebra e QUATERNION conforme mostra a presente pesquisa, podem facilitar o
entendimento de conteldos matematicos abstratos tornando as aulas mais dinamicas,
ageis e prazerosas. Segundo Azevedo Silva, Pereira e Souza (2018, p. 218), “[...] a
metodologia utilizada no desenvolvimento e aplicacdo, facilitara o alcance do objetivo
principal, possibilitando a representacao dos niumeros complexos de maneira tecnoldgica e
diferenciada”.

Nesta mesma perspectiva, Soffa e Alcantara (2008, p. 3 - 4), afirmam que o Software
Educativo é “[...] desenvolvido com o designio de levar o aluno a construir um determinado
conhecimento referente a um contetdo didatico. O objetivo de um software educativo é a
de favorecer os processos de ensino-aprendizagem e sua caracteristica principal € seu

carater didatico”. E ainda, os autores relatam que:
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A escolha do software, além de ser fundamental para o trabalho que o educador ira
desenvolver com seus alunos, pressup8e uma visdo de mundo, uma concepcédo de
educacao. Fica assim evidenciada a importancia que deve ser dada a escolha dos
programas que serdo selecionados para serem utilizados com intuito educacional
(SOFFA; ALCANTARA, 2008, p. 4).

Dessa forma, em consonancia com os autores acima, segundo Gomes et al. (2002),
ao ensinar conteados Mateméticos fazendo uso de Softwares afirma que:
Assim, a aprendizagem matematica através de softwares deve ser baseada em
situacBes-problema que considerem: 0s processos cognitivos, o raciocinio, as
estratégias adotadas durante o processo de resolugdo, 0s estagios de

desenvolvimento relativos as habilidades envolvidas e caracterizagdo dos diversos
problemas e seu nivel de complexidade (GOMES et al., 2002, p. 5).

O uso desses Softwares, possibilitard a visualizacdo e a representacdo algébrica e
geométrica das operacdes dessas classes de niUmeros imaginarios, podendo propiciar uma
melhor percepg¢éo da rotacdo no plano que esté relacionada diretamente com os Numeros
Complexos e nas transformacdes lineares/rotacdes no espaco que estd associada aos
Quatérnios, operando de forma conjunta a Algebra e a Geometria. Para Silva (2019, p. 97),
“E, em se tratando de Softwares Livres, ndo h& necessidade de ficar conectado a Internet
para acessar e utilizar o software, uma vez baixado, o uso é independente da navegacao
narede.” Nestas circunstancias, durante a formacéo inicial e/ou continuada dos professores
de Matematica, € fundamental que haja a familiarizacdo das novas Tecnologias
Educacionais. Neste aspecto as Diretrizes Nacionais de Educacdo determinam que:

[...]Jcurso e licenciado devem adquirir familiaridade com o uso do computador como
instrumento de trabalho, incentivando-se sua utilizagéo para o ensino de matematica,
em especial para formacdo e solugbes de problemas. E importante também a

familiarizac&o do licenciado, ao longo do curso, com outras tecnologias que possa
contribuir para o ensino de Matematica (PARECER CNE/CES, 2001, p. 06).

Em vista disso, ha uma necessidade de restruturacdo no método tradicionalista de
ensinar conteudo usando somente, lapis, giz e quadro dentro da sala de aula, durante a
formacéo inicial dos professores. Neste contexto, segundo Ferreira (2012), “[...] € relevante
repensar a formacdo dos professores de forma ampla, a fim de caminharmos para
processos educativos mais integrados, conectados e interativos” (p. 5).

As novas tecnologias educacionais como proposta pedagogica, exigem uma
formagédo docente bastante ampla. Visto que as a¢des pedagégicas ndo envolvem

a penas a utilizagdo do computador ou de um software especifico, mas exige que
se trabalhe com técnicas que incentivem a participacdo dos alunos, a interacdo
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entre eles e a producdo do conhecimento, ou seja, envolve muito mais do que
apreender conhecimentos digitais. (FERREIRA, 2012, p. 10).

Para tanto, o ensino dos Numeros Complexos e dos Quatérnios a luz das Novas
Tecnologias em especial do Software Educativo Livre GeoGebra e o Software Livre on-line
QUATERNION, possibilitam aos alunos uma melhor compreenséo algébrica e geométrica
desses numeros imaginarios, bem como, melhora a interacdo entre (alunos e alunos,
professores e alunos). Aprimora 0 pensamento investigativo, levando o aluno a buscar
novas solucdes aos problemas propostos.

Criado por Markus Hohenwarter o Software GeoGebra € um programa livre e gratuito
com a finalidade de apoiar o contexto escolar dentro da sala de aula (HOHENWARTER,
2016). O software, consiste numa dindmica onde combina conceitos geométricos e
algébricos ao passo que o objeto matemético é construido, propiciando de maneira agil e
instantanea a visualizacdo das propriedades e aplicacdes matematicas, bem como
promove a interacdo individual e/ou coletiva do aluno coma novas tecnologias
educacionais.

O Software QUATERNION, é um programa on-line livre e gratuito, no qual, mostra a
transformacao linear graficamente de objetos de dimensdo quatro (GALLENBERGER,
2021). Esse (0 QUATERNION), trabalha com os conceitos da algebra e geometria em uma
Unica tela, permitindo que o aluno perceba a representacéo geomeétrica ao passo que insere
os comandos algébricos. Dessa forma, possibilita o conhecimento matematico diferenciado
aumentando a criatividade do aluno através de uma linguagem de facil compreenséao, bem

como facilita o processo de ensino e aprendizagem dos envolvidos.

Pesquisa com alunos de Licenciatura em Matematica sobre uso de Tecnologias no
ensino de NiUmeros Complexos e Quatérnios

Como parte do presente e estudo, foi elaborado um minicurso com o tema: “Numeros
Complexos e Quatérnios: Dos Contextos Histéricos ao uso dos Softwares Educativo Livre
GeoGebra e QUATERNION, o qual foi apresentado a um grupo de alunos de Licenciatura
em Matematica. O conteudo apresentado, originou-se a partir do projeto de pesquisa
“Ensino e aprendizagem de matematica ndo s6 como a arte pela arte, mas também, como
modelos representativos do mundo real: Saberes e praticas dos professores em formacgao

inicial e continuada” no qual os professores orientadores sdo colaboradores.
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Para tanto, aborda-se a formulac¢éo do conjunto dos Numeros Complexos, no qual é
apresentado seu contexto historico, definicdes e propriedades evidenciando a relacéo entre
a rotacao no plano bidimensional com os Numeros Complexos e a relacéo entre rotacdo no
espaco tridimensional com os Quatérnios. As definicbes e propriedades foram
apresentadas com o auxilio dos Softwares Educativo Livre GeoGebra e Software Livre on-
line QUATERNION, com isso, busca-se facilitar a compreensdo e proporcionar uma
aprendizagem significativa de conceitos abstratos. Foi aberto um espaco para 0s
participantes fazerem perguntas, e ao final foi aplicado um questionario simples, nos quais,
os participantes puderam relatar sobre o uso das Tecnologias Educacionais em especial
dos Softwares para o ensino de Matematica.

Utilizando o Software Educativo Livre GeoGebra, durante o minicurso foi resolvido
um exercicio pratico, com o intuito de estimular nos minis cursistas o trabalho com este
recurso pedagdgico diferenciado (o0 GeoGebra). A atividade “Dado um Numero Complexo
gualquer no Plano Complexo (Argand-Gauss ou Diagrama de Argand), construa um
quadrado inscrito numa circunferéncia”, foi respondida passo a passo conforme ilustram as
figuras (8 - 16).

Na figura 8, € apresentado a tela inicial do Software GeoGebra; na figura 9 na janela
algébrica, escreve-se as coordenadas conforme consolidada por Hamilton; na figura 10,
apOs prosseguir com o comando na janela algébrica o programa escreve os NUmeros
Complexos conforme a definigdo mais usual. J& na figura 11, h4 a criacdo de um vetor
ligando o ponto de origem com a extremidade de “(2,3i)”, para representar melhor a
visualizacdo da construcao pretendida. Logo na figura 12, na janela algébrica é acionado o
novo Numero Complexo em forma de pares ordenados. Na figura 13, apresenta-se 0s
numeros imaginarios na sua forma usual, e ainda, € criado um novo numero complexo “z_3”,
bem como seus vetores correspondentes para melhor visualizacdo dos participantes,
conforme ilustra a figura. Na figura 14, € construido um losango com a ferramenta
“poligonos regulares” e, utilizou-se a ferramenta “angulo” para mostrar a angulagao entres
os vetores criados anteriormente. Na figura 15, com auxilio da ferramenta “Circulo dados
Centro e Um de seus Pontos” é criada uma circunferéncia e, por fim, na figura 16, é ilustrado
a construcao da atividade finalizada, sendo realizada uma pequena rotagcdo de modo que

0 seguimento de reta z3z,, ficasse paralelo ao eixo do Reais.
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Fonte: Elaborado pelos autores. Fonte: Elaborado pelos autores.

Figura 10 Figura 11
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Fonte: Elaborado pelos autores. Fonte: Elaborado pelos autores.

Figura 12 Figura 13
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Fonte: Elaborado pelos autores. Fonte: Elaborado pelos autores.
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Figura 14 Figura 15
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Fonte: Acervo Proprio Autor

Durante o minicurso foi aplicado um questionario aos participantes, que
responderam anonimamente; ele foi composto por 6 (seis) perguntas, cujos resultados sédo
apresentados a seguir. Os resultados de duas questdes sao apresentados graficamente,
para as outras 4 (quatro) perguntas sdo apresentadas algumas das respostas obtidas,
identificando os participantes com letras (participante A, participante B, participante C, ...).
Para evitar ambiguidades, foram selecionadas as repostas mais completas.

As duas primeiras perguntas estdo relacionadas com a identificacdo dos

participantes atraveés da ocupacao e da IES a qual estdo vinculados. O grafico 1 apresenta
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BY NC S/

0 curso e a Instituicdo de Ensino Superior de cada participante do minicurso, nota-se que

houve interesse de alunos de outras instituices e inclusive de outros Estados
Gréfico 1: Distribuigdo por IES dos participantes do curso

Qual curso e Instituicdo de Ensino Superior? Por exemplo (Licenciatura em Matematica / UFMS)

11 respostas

3 3(27,3%)

2 (18,2%)

2
2 (18,2%)

1(9.1%)

1
1(9.1%) 1(9.1%) 1(9.1%)

0
Lic. em Matematica / Bauru-SP Licenciatura em Matematica /...

Licenciatura em Matematica -...  Licenciatura em Matematica/U...

Licenciatura em matematica/uf... Matematica/UF...
Licenciatura em matematica F...
Fonte: Os autores.
. Na segunda pergunta os participantes foram questionados em relacdo a sua

ocupacado principal, mostrando que eles eram estudantes ou professores, sendo que a

maioria deles (90,9%) € estudante.

Gréfico 2: Ocupacao dos participantes

Qual sua ocupagao?
11 respostas

@ Estudante
@ Professor

A

90,9%

Fonte: Os autores.

Continuando, a terceira pergunta questiona se o0s participantes ja conheciam a
classe dos numeros hiper complexos chamado Quatérnios? Como resposta, o(a)
participante F comenta que, “Ja tinha conhecimento da classe. Minha iniciacao cientifica

aborda a classe dos niumeros complexos e dos quatérnios, o0 que me despertou interesse

286
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nesta edicao da SEMAT”. Os demais participantes comentaram que ndo conheciam, ou
conheciam muito pouco.

Na quarta pergunta foi questionado: “Na sua opinido, o uso dos softwares
GeoGebra e Quaternion podem ser utilizados como método alternativo para o ensino de
conceitos abstratos, como os Numeros Complexos e Quatérnios?” O(a) participante A
respondeu que: “Sim, acredito que os dois softwares se complementam, enriquecendo as
possiveis demonstracdes de conceitos abstratos, com as limitacbes do GeoGebra, o
QUATERNION se tem mostrado muito importante pra essa area”. O(a) participante C
respondeu que, “Sim, o uso de software contribui muito para o ensino”. O(a) participante
E respondeu que, “Certamente, a maneira como foi apresentado nesse minicurso mostrou
essa possibilidade na pratica”. O(a) participante H respondeu que, “Sim, creio que fica
menos abstrato e mais facil de visualizar’. E ainda, os(as) outros(as) componentes
disseram que sim os softwares apresentados sao facilitadores no ensino e aprendizagem
de contetdos matematicos abstratos.

No quinto item, foi perguntado: “O contexto apresentado no minicurso a respeito
dos numeros hiper complexos, os Quatérnios, contribuirdA com sua formagao?” O(a)
integrante B responde que, “Todo conhecimento vem a contribuir para nossa formacao
académica, tanto quanto pessoal”. Logo, o(a) integrante D responde que, “Sim, pois sao
conceitos novos que ainda nao tinha visto na graduacado”. E em consonancia com as
repostas anteriores 0s outros mini cursistas apontam que sim, o aprendizado dos
Quatérnios contribuira para suas formacoes.

No sexto e Ultimo item, perguntou-se: “Cite trés pontos positivos em utilizar
softwares para fins educacionais, como por exemplo para o0 ensino de matematica nos
cursos de Licenciatura em Matematica”. Entre todos os pontos positivos relatados
pelos(as) praticantes, temos: “softwares tornam as aulas mais divertidas, uma
proximidade a mais na area tecnoldgica, melhores visualizacfes, céalculos instantaneos,
estimulo da criatividade, conceitos algébricos ficam concretos, estimula a investigacgéo,
melhora a dindmica e interacdo com os alunos, além desses pontos, o(a) participante G
relata que, “Creio que o uso desses softwares para fins educativos podem facilitar o
entendimento dos estudantes sobre um coisa que parece de inicio, um pouco complexa,
ja diz o nome do conjunto. Também pode ser muito eficaz em concretizar esses

conhecimentos, pois aplicando em imagens, fica um conteudo muito menos abstrato.”
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Finalmente, o(a) componente | aponta que: “i) a manipulagdo do software permite maior
manipulacédo do objeto matematico (funcbes, geometria e afins) por parte dos alunos; ii)
a precisao dos graficos e a rapidez na sua construcdo otimiza o tempo da aula permitindo
tempo maior para discussdes entres alunos e entre alunos e professor; iii) a partir das
condicBes dadas no item ii), € possivel analisar o comportamento da funcdo em seus
aspectos graficos, permitindo assim a exploracédo de conceitos desta funcéo entre coisas

a mais”.

Considerac0des Finais

Este trabalho teve como propoésito, apresentar uma abordagem dos NuUmeros
Complexos constituida por Willian Rowan Hamilton, e sua histéria no desenvolvimento dos
Quatérnios como extensao do Corpo dos Complexos. Foi exposto a estudantes de
licenciatura em Matematica um minicurso em que foram apresentados os Numeros Hiper
Complexos. Acredita-se que esta experiéncia de envolvimento com as tecnologias
educacionais permitiu aos participantes vivenciar e perceber a importancia de utilizar tais
recursos tecnoldgicos dentro da sala de aula, bem como vivenciar algumas das dificuldades
gue podem ser encontradas neste percurso. Pelas respostas recebidas, é possivel entrever
gue o desenvolvimento desta atividade lhes proporcionou oportunidades para constituir
conhecimentos referentes ao uso de Softwares no ensino de Mateméatica nos diversos
niveis da educacdo. Também, €& importante levar em consideracdo que autores como
Ferreira (2012), apontam por mudancas tanto na formacao inicial quanto continuada dos
professores em relacgao utilizagéo das Tecnologias Educacionais no contexto escolar, bem
como, proporcionar o aprimoramento de habilidades relacionadas a aplicacdo desses

conceitos intangiveis na resolucéo de problemas da realidade dos alunos.
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