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O ENSINO DE COORDENADAS POLARES FORA DOS NUMEROS
COMPLEXOS: UMA EXPERIENCIA USANDO O WINPLOT

TEACHING POLAR COORDINATES OUTSIDE THE COMPLEX
NUMBERS: AN EXPERIENCE USING WINPLOT
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RESUMO: Este artigo relata a construcdo e a aplicacdo de uma atividade sobre o ensino de coordenadas
polares, alheio ao contexto dos ndmeros complexos. Desenvolvida no ambito da disciplina Recursos
Computacionais, do Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, a
atividade tem como objetivo mostrar ao estudante o uso das coordenadas polares e suas aplica¢des no dia a
dia. Para isso, propde-se a passagem do sistema de localizacao cartesiano, ja conhecido pelos alunos, para
o sistema de coordenadas polares, através da utilizacdo do software Winplot. As abordagens aqui propostas
estdo em acordo com os objetivos da BNCC e contribuem para o desenvolvimento de habilidades citadas no
documento para o Ensino Médio e também na matriz de referéncia do ENEM. Tomando Batistela, Barbariz e
Lazari (2016), Gravina e Santarosa (1998) e Saldanha (2016) como referenciais tedricos, o desenvolvimento
flui a partir da teoria e da pratica, por meio de orientacdes acerca da utilizacdo do software, da investigacao
e observacao de padrées e de generalizacdes acerca do plano circular. As aulas foram ministradas por video
conferéncia, com a participacdo dos autores e estudantes, a época do isolamento social imposto pela
pandemia do COVID-19. A utilizacdo do Winplot como ferramenta tecnoldgica proporciona uma passagem
bem perceptivel, através do novo visual gerado na mudanca de configuracdo entre os dois sistemas de
localizagdo, dando uma visdo real dessa transicao.

PALAVRAS-CHAVE: Sistemas de Localizacdo. Coordenadas Polares. Winplot.

ABSTRACT: This article reports the construction and application of an activity on the teaching of polar
coordinates, outside the context of complex numbers. Developed within the scope of the Computational
Resources discipline, of the Professional Master's Program in Mathematics in National Network — PROFMAT,
the activity aims to show the student the use of polar coordinates and their applications in daily life. For that, it
will propose the passage from the Cartesian localization system, already known by the students, to the polar
coordinate system, through the use of Winplot software. The approaches proposed here are in accordance
with the objectives of the BNCC and contribute to the development of skills mentioned in the document for
High School and also in the ENEM reference matrix. Taking Batistela, Barbariz e Lazari (2016), Gravina and

Santarosa (1998) and Saldanha (2016) as theoretical references, development flows from theory and practice,
through guidelines on the use of the software, investigation and observation of patterns and generalizations
about the circular plane. The classes were taught by video conference, with the participation of authors and
students, at the time of the social isolation imposed by the COVID-19 pandemic. The use of Winplot as a
technological tool provides a very noticeable passage, through the new look generated in the change of
configuration between the two localization systems, giving a real view of this transition.
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Introducéo

O uso de instrumentos e métodos para localizacdo e orientacdo € uma técnica
comum presente em diversos ambientes. A diversidade de mecanismos utilizados no
processo orientador depende dos meios que se encontram disponiveis. Sabe-se que até
mesmo o sol, a lua e outros astros ja foram e ainda séo utilizados como referéncia de
localizagéo e marcacao temporal.

Em cidades planejadas, com ruas paralelas e transversais, por exemplo, é possivel
usar as coordenadas cartesianas como referéncias a localizacdo de pessoas, veiculos,
imoveis e outros objetos. Ja em ambientes maritimo e aéreo, esse tipo de orientagdo nao
seria eficiente, uma vez que nao ha referenciais além do proprio observador. Nesse caso,
€ viavel a utilizacdo das coordenadas polares, uma vez que tal sistema permite identificar
com preciséo a posicao de objetos/pessoas em qualquer ponto do ambiente, especialmente
guando em locais onde ndo existem pontos balizadores. Tal sistema é adotado em
aeronaves e satélites, embarcacdes maritimas e submarinas, entre outras aplicacoes.

No Ensino Superior, em livros de Calculo Integral, por exemplo, sdo apresentadas
variadas associacfes entre os sistemas de coordenadas citados. Contudo, no Ensino
Médio, o tratamento das coordenadas polares € vinculado ao estudo dos numeros
complexos, sendo comum encontrar em livros didaticos para esse segmento abordagens
sobre o assunto desassociadas das aplicacdes no sistema de localizacdo/navegacao.
Diante disso, esse artigo traz uma proposta para apresentar, de forma detalhada, uma
associacdo entre o sistema circular ao sistema cartesiano, sem a necessidade de
referenciar a unidade imaginaria.

A referida proposta foi desenvolvida no ambito da disciplina Recursos
Computacionais, do Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
— PROFMAT, com polo com no Centro Federal de Educacédo Tecnologica de Minas Gerais
— CEFET-MG, em Belo Horizonte. Nos topicos seguintes, serdo apresentados os objetos
matematicos necessarios, bem como 0s recursos tecnoldgicos que possam permitir sua

execucao.
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Coordenadas polares: uma alternativa ao sistema cartesiano

Entre os diferentes sistemas de localizacdo mais utilizados em nosso cotidiano,
destaca-se o sistema cartesiano. As coordenadas cartesianas se baseiam em dois eixos
orientados e perpendiculares entre si, tendo como origem a intersecdo desses, denotada
nesse texto como ponto O(0, 0). Uma vez que 0s eixos sdo numerados a partir de O, a
localizacdo de um objeto nesse sistema se da por meio de um par de coordenadas que
representam o deslocamento do objeto, a partir da origem, ao longo do eixo horizontal (x)
e do eixo vertical (y), respectivamente. A Figura 1 mostra a posicdo de um objeto

representada pelo ponto P, expresso num sistema cartesiano pelo par ordenado P(X, y).

Figura 1. Representacdo de um ponto em sistemas cartesiano e polar

—e

0(0, 0) x
Fonte: Os autores (2021).

Além da representacdo do ponto P em coordenadas cartesianas, P(X, y), a Figura 1
mostra 0 mesmo ponto representado, em um sistema polar, pelo par ordenado P(r, «). No
sistema de coordenadas polares, conhecido também como sistema circular, a localizacéao
toma como referéncias a menor distancia do objeto a origem dos eixos cartesianos (r) e o
angulo (a) que essa distancia faz como a por¢éao positiva do eixo horizontal. Utilizando
conceitos matematicos, € possivel reescrever as coordenadas de uma localizacdo
cartesiana em um sistema polar. A Figura 2, construida a partir de recortes da sobreposicao
das imagens apresentadas na Figura 1, aponta para as relacfes Uteis a transicdo dessas

representacoes.
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Figura 2. Relacionando as incoégnitas x, y, re

: / T (x, y) =E(r, a)
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Na Figura 2, se observa as incognitas r, x e y se relacionando pelo Teorema de

I=——
b

Fonte: Os autores (2021).

Pitagoras, r? = x2 + y%, uma vez que r é a hipotenusa de um tridngulo retangulo de catetos
X e y. Quanto ao angulo «, das razdes trigopnométricas seno e cosseno, tem-se as
igualdades x = r - cosa e y = r - sena. Para que essas trés relacbes possam ser aplicadas
a qualquer posicao no plano € necessario o conhecimento sobre todo o ciclo trigonométrico.

Quando o ciclo trigonométrico é apresentado aos discentes do Ensino Médio, uma
circunferéncia de raio unitario € representada em um plano cartesiano na intencédo de
relacionar os pontos (X, y) dessa curva ao par ordenado (cose, sena), tal que x = cosa e
y = sena. Dessa forma, os estudantes associam os valores do eixo horizontal aos cossenos

e, analogamente, os valores do eixo vertical aos senos, conforme mostra a Figura 3.

Figura 3. O ciclo unitario no plano cartesiano
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Fonte: Oliveira - Brasil Escola (2020).
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Para um ponto genérico P(x, y) localizado sobre a circunferéncia trigonométrica, tem-
se x = cosa e y = sena. Ademais, das relacdes x = r - cosa e y = r - sena, apresentadas
em paragrafos anteriores, conclui-se, de acordo com a Figura 3, r = 1. ISso nos permite
concluir que as coordenadas lidas no ciclo trigonométrico sdo coordenadas cartesianas
para pontos que, no sistema polar, seriam representados por P(1, «), uma vez que esses
se localizam ao longo de um circunferéncia unitéria.

Nesse contexto, o sistema circular € concebido como uma ampliacdo do ciclo
trigonométrico. Enquanto, no estudo do ciclo trigopnométrico, a preocupacdo era com a
leitura dos pontos sobre uma circunferéncia de raio unitério, desencadeando o estudo de
funcdes e outras relacdes ligadas ao angulo «, no sistema circular, a atencéao se volta a
observacéao dos pontos sobre circunferéncias com raios distintos (r), promovendo uma nova
perspectiva sobre a localizagcdo e movimentacao no plano.

Essa concepcao sobre o plano circular pode facilitar a compreensédo dos processos
de transicdo entre as representacfes no sistema polar e no sistema cartesiano. Tal
compreensao implica uma assimilacao de assuntos relacionados ao universo dos nimeros
reais, especialmente nas disciplinas de Calculo, e também em contextos relacionados as
operacbes entre numeros complexos, tais como poténcia, radiciacdo e equacdes
polinomiais.

Na Educacdo Basica, esse processo de transicdo pode ser trabalhado a partir de
softwares e/ou aplicativos. Nesse sentido, esse texto apresenta o software Winplot, na
intencdo de proporcionar aos alunos a visualizacdo e a compreensdo de cada etapa do

processo.

O uso do Winplot como recurso ao ensino de Matemaética

O Winplot é um programa grafico, desenvolvido e administrado pelo professor
Richard Parris, da Philips Exeter Academy. Foi lancado em torno de 1985 e desde entdo
vem passando por diversas modificac6es na linguagem computacional, a fim de facilitar sua
utilizacdo e compreenséo. O software, executado no sistema operacional Windows, contém
uma interface que permite inserir dados matematicos, obtendo como resposta uma

visualizacao gréfica (SILVA et al, 2012).

Revista ENSIN@ UFMS, Trés Lagoas/MS, v. 2, nimero especial, p. 250-274, Dezembro 2021. 254
Edicao Tematica - Profmat: Contribuicdes para o Ensino de Matematica



ENSIN@ UFMS 2021
ISSN 2525-7056

O referido software é inteiramente gratuito, interativo, simples de usar e ocupa pouco
espaco interno na memoaria do computador (cerca de 1768 KB). Seu download pode ser
feito pelo enderego https://winplot.softonic.com.br/ e as instrugdes sobre a instalagédo da

ferramenta podem ser acessadas no link https://youtu.be/ttmwwarJNWk, do canal Peu

Seven, no You Tube. Os referidos enderecgos eletronicos foram acessados em 28 de
novembro de 2020.

Embora sua ultima atualizag&o ocorrera em 2009, a utilizacdo do Winplot é viavel em
areas diversas da Matematica e em diferentes aplica¢cfes, sendo algumas delas temas de
pesquisas desenvolvidas em cursos de poés-graduacdo latu sensu e strictu sensu, em
diversas instituicdes de Ensino Superior no pais. Entre os programas latu sensu, destaca-
se o0 Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional — PROFMAT,
pelo fato do presente trabalho ser desenvolvido no ambito de uma das disciplinas do
referido programa, a saber, Recursos Computacionais, ministrada pelo professor Gilmer
Peres.

No repositério de dissertacbes do PROFMAT, existem trabalhos que abordam
distintas possibilidades usando a ferramenta digital em pauta. Entre essas, destaca-se o
uso do software no estudo de fun¢des quadraticas como assunto nas pesquisas de Teixeira
(2019), Paiva (2016) e Dias (2013). Tém-se também, nas dissertacfes de Lima (2014), Zica
(2013) e Tavares (2013), possibilidades distintas para o uso da ferramenta no ensino de
funcdes trigonométricas. Sistemas lineares de duas e trés incognitas podem ser
representados, respectivamente, nos ambientes 2D e 3D da plataforma, conforme estudos
de Lacerda (2014) e Dias (2014). Além dessas, o Winplot é utilizado no ensino de no¢cdes
de calculo, proposto por Santos (2014), e no ensino de matrizes e determinantes, apontado
por Trindade (2013).

Em todas essas propostas, a utilizacdo do Winplot se adéqua as palavras de
Batistela, Barbariz e Lazari (2016, p. 6), ao escrever que ‘o computador e a Matematica
possuem uma relacdo de proximidade e, além disso, de cooperacao e contribuicdo mutua:
a Matemadtica utiliza-se do computador e a Computacéo utiliza-se da Matematica.”.

Diante dessas exposicles, esse texto propde uma atividade na qual o software sera
utilizado para ambientar o ensino do sistema de coordenadas polares. Nessa tarefa, havera
orientacdes sobre a instalagdo, configuracdo e instrucbes sobre a utilizacdo do Winplot.

Trata-se de um processo conduzido em varias etapas, descritas na proxima secao.
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Uma proposta de ensino de coordenadas polares usando o Winplot

A atividade aqui proposta tem por objetivo apresentar aos estudantes o sistema de
coordenadas polares como um complemento ao sistema cartesiano, sem referenciar o
conjunto dos numeros complexos. O software Winplot sera utilizado como recurso para
essa apresentacgao.

A principio € necessario orientar os discentes quanto a instalacao do programa. Para
isso, foram disponibilizados os enderecos eletronicos https://winplot.softonic.com.br/ e

https://youtu.be/ttmwwarJNWk, mencionados na seg¢ao anterior. Enquanto o primeiro link

permite o download da ferramenta para desktops e notebooks, o segundo é um video com
orientacdes sobre a instalagcéo e a configuracdo dessa em sistemas operacionais Windows.
Para a conducdo dessa atividade, ndo € possivel o uso do Winplot em tablets e
smartphones, uma vez que tais aparelhos funcionam a partir de sistemas operacionais
diferentes.

Feita a instalacdo, os participantes executardo a atividade em etapas, conduzidas

aqui com o objetivo de “Capturar procedimentos”.

A capturacdo de procedimentos € recurso encontrado, particularmente, em
programas para Geometria. Automaticamente sdo gravados os procedimentos do
aluno em seu trabalho de construcdo, e mediante solicitagdo o aluno pode repassar
a ‘histéria’ do desenvolvimento de sua construgdo. Isto permite o aluno refletir sobre
suas acdes e identificar possiveis razBes para seus conflitos cognitivos. Este
recurso também permite que o aluno explore construgdes feitas por outrem, o que
sempre se apresenta como fonte de riqueza em ideias matematicas. (GRAVINA e
SANTAROSA, 1998, p.11)

Nesse contexto, seguem as descri¢cdes de cada etapa da atividade proposta.

A primeira etapa trata da configuracéo da plataforma. Nessa fase, os alunos recebem
informacdes sobre a selecdo do ambiente bidimensional e a configuracdo desse como um
plano cartesiano, com eixos rotulados e escalas demarcadas, além de instrucdo sobre a

navegacao nesse ambiente. A Figura 4 mostra a versao integral dessa atividade.

Revista ENSIN@ UFMS, Trés Lagoas/MS, v. 2, nimero especial, p. 250-274, Dezembro 2021. 256
Edicao Tematica - Profmat: Contribuicdes para o Ensino de Matematica


https://winplot.softonic.com.br/
https://youtu.be/ttmwwarJNWk

ENSIN@ UFMS 2021
ISSN 2525-7056

Figura 4. Atividade 1
Atividade 1 — Configurando a plataforma.

Ao abrir o WINPLOT, & comum aparecer uma janela com dicas para auxiliar no uso da ferramenta. Por
se tratar de dicas que ndo serio usadas imediatamente, feche a janela clicando em *Close/Fechar”.
Fechada essajanela, aparecem os menus “Window/Janela” e *Help/Ajuda”

Mo menu “Window/Janela”, selecione a opcdo “2-dim” para abnr o plano cartesianc.

Para configura-lo, siga as instrugces abaixo.

¢« Nomenu “ViewVer', selecione a opcio “Grid/Grade”

*» Aoapareceruma janela semelhante a figura ao lado, marque os Woawes & both Cw Ty  pelw
campos “axesleixos”, “bothfambos”, ticks/marcas”, W obcks B oamows [ dobs [ labels
‘arrows/setas” e “labels/rotulos”™. Marque também os campos tick lenghh % of scieen) [0.7
“scale/escala” e “rectangular/retangular”. Preencha os campos inberval  scale places freq g
‘places/decimais™ com o ndmero 0. s[tooooe & o [

» Feitas as marcagdes, clique em “Apply/Aplicar” e verifique se a T A T (R
configuragdo do plano cartesianc esta adequada. Se sim, clique mak scaleon: & goes O boder
em “Close/Fechar’, se nfo, verifique as marcacfes e facaas oid ™ pola sechors
cormecfes necessaras. ™ dotted ¥ rectangular

« No seuteclado, as teclas direcionais permitem navegar pelo pecsg s (2 T [HIRRE 1T
plano e as teclas "‘PgDn” e "PgUp” alteram o zoom. apoly o
Litilize esses comandos para que os intervalos [-3, 5] figuem a

mostra em ambos os eixos.

Feita essas configuracfes, anexe uma imagem do resultado obtido.
|sso pode ser feito a partir dos comandos “copiar” (Crtl+C), sobre o plano cartesiano, e “colar” (Cril+\/)
no documento em Word.

Fonte: Os autores (2021).

A etapa seguinte € composta por dois itens, a saber, Atividade 2 e Atividade 3. A
primeira consiste em orientacdes sobre a plotagem de segmentos de reta pré-definidos,
enquanto a segunda se atém a determinar medidas relacionadas ao tamanho e a inclinagéo
desses segmentos em relacdo ao eixo horizontal. Tais medidas podem ser obtidas a partir
da visualizacdo, no caso de segmentos plotados sobre os eixos ortogonais, e de
conhecimentos sobre Teorema de Pitagoras e RazbGes Trigonométricas no Triangulo
Retangulo, no caso dos segmentos plotados fora dos referidos eixos. A versdo completa

das atividades em questdo segue na Figura 5.
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Figura 5. Atividades 2 e 3

Atividade 2 — Plotando pontos e segmentos.

Considere os pontos mostrades na tabela a seguir

| Pontes | A [ B | C [ O [ E [ F | G | _H

ti.m (E_ 0.2) 2,243 (3.0 (431 (0-1) {i_%}
2'2

Sendo 000, 0) a ongem do plano cartesiano, plote os segmentos O4&, OB, OC, OD, OE, OF QG e OH.

Para cada plotagem, siga as instrugcdes abaixo.

+ Mo menu Equa’Egquagiio”, selecione “Segment/Segmento” & em seguida “(x, v

= Ao abrra janela “segment/segmento”, digite nimero “0° nos campos “x1" e “y1" e, para os campos
‘w2 e *y2", insira as coordenadas dos pontos dados na tabela
Mo caso de coordenadas envolvendo raiz quadrada, vocé pode optar por insenr os valores
aproximados, usando «2 = 147, ou digitar o comando sgquare roof, 42 = sqt(2)
Caso opte por aproximacdes, essas ndo devem ser digitadas usandovirgulas (), mas ponto ().
Caso opte pelo comando square roof, & necassano que o valor esteja entre parénteses.

« Apds insenr as coordenadas dasejadas, configure a “pen wid/espessura da hnha™ para 1 e selecione
acor desejada. E importanta que aF segmentos tenham cores diferentes
Ao clicar em "0OK", o segmento aparecerd plotado no plano canesiano

¢ A medida que as plolagens sio feilas, as mesmas aparecem automaticamente na janala
‘Inventany/lnventana”. Se isso ndo ccomer, acesse, no menu "EquaEquacde”, a opclio
‘Inventony/lnventano”. Ao selacionar um item dessa lista, cligue no boido “equa” para que a leganda
do segmento fique disponivel no plano canesiano, Nessa lista, também é possivel pditar (Edi) e
apagar (delete), mostrar @ omitir itens {graph), entre outras femamentas.

Feitas todas as plotagens, anexe uma imagem do resultado abtido,

Atividade 3 — Calculo de distidncias e inclinagdes.

A partir das plotagens feitas na atividade antenor & também de conhecimentos sobre teorema de
Pitdgoras & Ciclo tngonométrico, complete atabela a seguir.

Angulo com
o Bixo X

Fonte: Os autores (2021).

A proxima fase € a mais importante do processo. A finalidade dessa, composta pelas
atividades 4, 5 e 6, evoca a intencao principal desse exercicio: mostrar a transigdo entre o
sistema cartesiano e o sistema polar. Baseada na Matematica Experimental narrada por
Saldanha (2016, p. 14), o aluno podera fazer “a investigagao, através da observacao de

padrdes, realizando tentativas e analisando os dados para enunciar propriedades e
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teoremas, em detrimento da simples enunciagdo dos mesmos.” Assim, aos alunos poderéao
enunciar conceitos e propriedades sobre o plano circular.

Enquanto a atividade 4 orienta os alunos na configuragdo do plano circular, as
atividades 5 e 6 permitem identificar os elementos que servirdo de referéncia a um novo

sistema de localizagdo. A Atividade 4 é exibida integralmente na Figura 6.

Figura 6. Atividade 4
Atividade 4 — Configurando o plano circular.

Para configurar o plano circular, siga as instrucfes abaixo.

e Mo menu “ViewVer', selecione a opcio “Grd/Grade™.

» Desmarque o campo “rectangularretangular”. Em seguida, marque
o campo “polar sector/setores circulares™ e preencha-o com o
nimero 24.

e Feitas essas alteragdes, clique em “Apply/Aplicar” e surgira o novo
formato do plano, semelhante a figura ao lado.

e Ajuste o zoom para que o circulo de raio 4 apareca.

.

e

O plano agora esta divido em varios circulos e cada circulo, por sua \
vez, dividido em setores.

A divisdo e a ordenacdo dos quadrantes é a mesma do ciclo trigonométrico.
Sabendo disso, qual & a medida, em graus, de cada setor?

Sequidas essas instrugSes, anexe uma imagem mostrando como os segmentos plotados na atividade 2
aparecem nessa nova configuracio.

Fonte: Os autores (2021).

Executada a Atividade 4, os alunos podem perceber que os segmentos plotados em
atividades anteriores permanecem enquanto o plano configurado passa a ter referenciais
circulares: raios e angulos. A partir dessa percepcéao, seguem as atividades 5 e 6, nas quais
os estudantes devem identificar essas referéncias para cada segmento. A expectativa é
gue os discentes associem os comprimentos definidos na Atividade 3 aos raios e que
escrevam 0s angulos a partir da contagem dos setores circulares, comparando-as as
leituras do ciclo trigonométrico. Feito isso, os estudantes devem registrar esses itens como
elementos de um novo sistema, as coordenadas polares. A Figura 7 apresenta 0s campos

Nnos quais esses registros devem ser feitos.
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Figura 7. Atividades 5 e 6

Atividade 5 - Identificando pontos no plano circular.

Os segmentos plotados na atividade 2 agora serdo identificados a partir de elementos circulares, a
saber, raio e angulo. As onentacdes dos angulos devem ser as mesmas do ciclo tngonométrico.
Sendo assim, identifique a qual circulo pertence cada ponto e qual € o angulo estipulado.

08005 5555 55 S5 e G | o o |

Atividade 6 - Escrevendo coordenadas polares.

No plano circular, as medidas do raior (r) e do angulo (o) constituem informacSes importantes para se
trabalhar com umnovo sistema de localizacdo, as coordenadas polares (ou circulares).

Nesse contexto, um ponto localizado num sistema cartesiano sob as coordenadas (x, y) agora pode ser
pode ser localizado também num sistema polar (ou circular), sob o par ordenado (r, o).

A partir dessas informacdes, e também das atividades 2 e 5, preencha a tabela a seguir.

| (- Y O = - (] [ < (L U
Coordenadas [0 (ﬁ 0.2 (22¢5 (3.0 (v3-1 - (}7'735)

cartesianas 2
(x. y)

Coordenadas
polares
(r, @)

Fonte: Os autores (2021).

A partir das observacdes na etapa anterior, a Atividade 7 segue como a ultima fase
do processo. As intencdes sao registrar a compreensao dos alunos sobre a transicéo entre
coordenadas cartesianas e coordenadas polares e tracar estratégias para executar essa
transicdo no sentido inverso. Parar isso, a primeira parte dessa atividade contém perguntas
sobre tais transformacdes. Quanto a segunda parte, os estudantes devem completar uma
tabela a partir de duas referéncias, ora polares ora cartesianas, ou ainda, uma de cada. As

guestdes e a tabela que compdem essa atividade seguem na Figura 8.
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Figura 8. Atividade 7

Atividade T — Convertendo coordenadas.
Agoraresponda.

Como é possivel calcular o raio r" a partir de (x, y)?

Como é possivel identificar a medida de « a partir de (x, y)?
Como é possivelidentificar o valor de x a partir de(r, c)?
Como é possivelidentificar o valor de y a partir de r, «)?

ao oW

A partir dessas respostas, complete a tabela a seguir.
Se necessano, use o desenho para ajudar na localizacdo.

k3 1“
(33)
4 1 2¢
N2 5 3
4
{1 v —1’?} 47

Fonte: Os autores (2021).

Acredita-se que essa proposta pode ser executada em qualquer turma do Ensino
Médio, desde que os participantes tenham conhecimentos sobre Plano Cartesiano,
Teorema de Pitagoras, Razbes Trigonométricas no Triangulo Retangulo e Ciclo
Trigonométrico.

As propostas contidas nessa atividade cumprem bem as quatro metas
principais que a Base Nacional Curricular Comum — BNCC (BRASIL, 2018) estipula para o
ultimo segmento da Educacdo Basica. Na compreensdo do sistema circular como
alternativa ao sistema cartesiano, tem-se a consolida¢do de conhecimentos adquiridos no
Ensino Fundamental sobre sistema de localizacdo. O aprofundamento sobre o tema
direciona os estudantes que desejam ingressar nas engenharias e reforca a compreensao
dos fundamentos cientifico-tecnoldgicos atrelados ao assunto. Trata-se de um contetdo
gue, ao relacionar teoria e pratica no ensino da Matematica, com o auxilio de softwares e
aplicativos, conduz o aluno a autonomia e a criticidade necessarias para fazer leituras
adequadas sobre 0 espaco que o cerca.

Ademais, o trabalho aqui proposto visa contribuir no desenvolvimento de habilidades
constantes nas paginas da BNCC. A medida que se promove o item EM13MAT103 por
meio do trabalho com medidas angulares e de comprimento, evolui-se a habilidade
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EM13MAT308, através das possiveis representacfes de um mesmo ponto em diferentes
sistemas de localizacdo. O Winplot aparece como recurso digital Gtil a promoc¢do de
EM13MAT404. As descricbes de cada uma dessas habilidades, conforme os textos da
base, seguem no Quadro 1.

Quadro 1. Habilidades BNCC

Interpretar e compreender textos cientificos ou divulgados pelas midias, que
empregam unidades de medida de diferentes grandezas e as conversdes
possiveis entre elas, adotadas ou ndo pelo Sistema Internacional (SI), como
as de armazenamento e velocidade de transferéncia de dados, ligadas aos
avancos tecnologicos.

Aplicar as relagdes metricas, incluindo as leis do seno e do cosseno ou as
nocdes de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar problemas que
envolvem tnangulos, em vanados contextos.

|dentificar as caracteristicas fundamentais das funcdes seno e cosseno
(penodicidade, dominio, imagem), por meio da comparacdo das
representacfes em ciclos tngonométricos e em planos cartesianos, com ou
sem apoio de tecnologias digitais.

Fonte: BRASIL (2018, p. 525-531).

O conhecimento de coordenadas cartesianas permite o estudante a identificar a
movimentacao de objetos/pessoas no plano cartesiano. Fato semelhante pode ocorrer no
plano circular, dados os conhecimentos sobre coordenadas polares. Tal movimentacéao é
tratada no desenvolvimento de habilidades na matriz de referéncia do Exame Nacional do
Ensino Médio - ENEM (BRASIL, 2009). Séo elas:

e H6 - Interpretar a localizacdo e a movimentacdo de pessoas/objetos no espacgo
tridimensional e sua representacado no espaco bidimensional;

e HB8 - Resolver situacéo-problema que envolva conhecimentos geométricos de espaco e
forma;

e H9 - Utilizar conhecimentos geométricos de espaco e forma na selecdo de argumentos
propostos como solucao de problemas do cotidiano;

e H14 - Avaliar proposta de intervencdo na realidade utilizando conhecimentos
geométricos relacionados a grandezas e medidas;

e H15 - Identificar a relacdo de dependéncia entre grandezas.

Para exemplificar algumas abordagens com foco nas habilidades acima listadas, segue, na

Figura 9, uma questéo do referido exame, da edi¢do de 2018.
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Figura 9. Plano Circular no ENEM.

Sobre um sistema caresiano considera-se uma Suponha que os objetos se desloguem apenas pelas
malha formada por circunferéncias de raios com medidas semiretas e pelas drcunferéncias dessa malha, ndo
dadas por nomens naturais e por 12 semirretas com podendo passar pela origem (0 ; D).
extremidades na origem, separadas por dngulos de Zrad, Considere o valor de & com aproximacio de, pelo
conforme a figura. 6 menocs, uma casa decimal.

- aly Para realizar o percurso mais curto possivel ao longo da
g o - T, malha, do ponta B até o ponto A, um objeto deve percorrer
A uma distincia igual a
PR A A T e o 2218
g - ., ngewT % 3
S ‘_‘:
; < 272
! 1 i 6
i ! . o 3
& -5 -4 % -2 2 3 4 5 B
E ] 2.7.3
: 4 ® + 4
) -
. - 274
" 3 h ® + 2
& 3
X £ 2.7.5
(€] +2
B ’ 3

Fonte: Brasil (2018).

Além de tratar explicitamente as habilidades H6 e H8, a questéo exibida na Figura 9,
pode ser usada para trabalhar medidas angulares (graus e radianos), expressoes
algébricas (C = 2- - r, usada no célculo do comprimento C de uma circunferéncia de raio
r) e relagbes de proporcao (setores circulares), contribuindo para o desenvolvimento de
outras habilidades, a saber,

e H12 - Resolver situagdo-problema que envolva medidas de grandezas;
e H16 - Resolver situagcdo-problema envolvendo a variacao de grandezas;
e H19 - Identificar representacdes algébricas que expressem a relacdo entre grandezas.

De modo semelhante ao que foi proposto na Atividade 4, ja exibida na Figura 6, o
item apresentado na Figura 9 permite aos discentes um novo olhar sobre o sistema
cartesiano, promovendo uma nova perspectiva sobre as localiza¢cdes no plano. Nesse
contexto, sdo considerados setores circulares, com medidas angulares e raios diversos, por
meio dos quais fluem as movimentacfes a serem analisadas na questao.

Mediante tal exposicdo, a atividade apresentada nesse texto € respaldada no

desenvolvimento de habilidades presentes na BNCC e na matriz de referéncias do ENEM.
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Nesse contexto, seguem, nas préximas secdes, consideracdes acerca da primeira

aplicacdo dessa atividade, em uma turma de terceiro ano do Ensino Médio.

Sobre a aplicagéo

A aplicagdo citada na sec¢do anterior ocorreu em novembro de 2020, numa turma de
terceiro ano do Ensino Médio. Trata-se de uma escola privada da regido Oeste de Belo
Horizonte — MG, na qual um dos mestrandos atuava como professor da turma desde 2019.
A escolha dessa amostra se justifica pela curiosidade de alguns alunos sobre os softwares
utilizados nas aulas sobre Geometria Analitica: Winplot e GeoGebra. Essas aulas eram
ministradas em ambiente remoto a época do isolamento social imposto pela pandemia do
COVID-19.

A expectativa para essa aplicacao era apresentar o conceito de plano circular sem a
necessidade de adentrar no capitulo de numeros complexos, visto que esse nao seria
ministrado em virtude da reducdo da quantidade de aulas no periodo de ensino remoto.
Nesse contexto, o professor da turma julgou relevante propor uma atividade que destacasse
a importancia do tema.

Essa atividade foi desenvolvida em dois encontros virtuais, 04/11 e 11/11, pela
plataforma de videoconferéncias Zoom. Com a presenca de ambos os autores desse artigo,
o primeiro encontro durou 50 minutos e se destinou a contextualizar os sistemas de
localizacéo, a orientar os alunos sobre 0 uso do aplicativo e a apresentar a atividade. Na
etapa de contextualizacdo, foram apresentados sistemas de localizacdo como o GPS e os
radares de aeronaves, exemplificando respectivamente os sistemas cartesiano e polar. A
seguir, os alunos receberam orientacdes sobre a instalacdo do software, bem como sobre
as configuracdes necessarias e algumas funcionalidades do mesmo. Sobre a atividade, os
alunos foram conscientizados acerca do objetivo, da producdo desse artigo e da
participacdo de um segundo professor na avaliacdo do processo.

A fim de ilustrar como os discentes deveriam proceder durante a atividade, foram
executados, ainda em 04/11, procedimentos semelhantes aos propostos no texto original:
plotagem de segmentos, configuracdo do plano circular, identificacdo de raios e angulos.
Feito isso, 0s estudantes se depararam com um novo sistema de localizacdo no qual

deveriam ser informadas referéncias angulares e de comprimento. Sendo assim, dadas
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sugestdes discentes para raios e angulos, novos segmentos foram plotados, agora em
coordenadas polares.

Durante essa exibicdo, alguns alunos se manifestaram a respeito da dificuldade em
manipular recursos computacionais semelhantes ao software indicado. Diante disso, esses
foram encorajados pelos professores presentes a seguir as instrugcdes disponibilizadas
detalhadamente nos enunciados da atividade. Outros ainda relataram a dificuldade de
leitura em lingua inglesa, o que foi superado mediante as instru¢des dos comandos,
exibidas no texto em formato inglés/portugués: “Close/Fechar” e “Apply/Aplicar”, por
exemplo.

Findado esse encontro, a atividade foi disponibilizada aos estudantes pela
plataforma Google Classroom. Na ocasido, os alunos foram orientados a relatar ao docente,
por aplicativo de mensagens, possiveis dificuldades na instalacdo ou na configuragcédo do
software, ou ainda, na realizacéo da tarefa. Apenas uma discente entrou em contato para
registrar dificuldades quanto a instalagdo, conseguindo conclui-la mediante uma breve
orientacao do professor.

O segundo encontro ocorreu em 11/11 e contou apenas com o professor da turma.
Os alunos iniciaram os 50 minutos da aula relatando a facilidade em manipular o software
apenas seguindo as instrucbes descritas na atividade. Contudo, foram relatadas
dificuldades no preenchimento da ultima tabela, presente na Atividade 7. Essa dificuldade
nao se referia a manipulacédo do programa, mas a conteldos matematicos.

Os relatos das respostas dadas pelos alunos para essa atividade, bem como analises e

comentarios, serdo apresentados no proximo topico.

Sobre os resultados

Dentre os 22 alunos presentes nas datas citadas, 14 entregaram a atividade, dentre
as quais 10 serdo analisados. Os alunos que entregaram as atividades analisadas serao
identificados por Az, Az, As, ..., Ag e A1o. As demais postagens serdo desprezadas por serem
cépias do trabalho do aluno As.

Segundo % dos 22 participantes, a instalagéo e a configuracdo do software fluiram
sem dificuldades. O mesmo ocorreu com a configuracao do plano cartesiano na Atividade

1 e também na plotagem dos pontos, na Atividade 2. De acordo com 83% dos alunos, tal
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fluidez é justificada pela clareza e suficiéncia das orientagdes contidas no texto. A Figura
10 mostra o resultado apresentado pela estudante Aio.

Figura 10. Respostas a Atividade 2
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segment (0,0)--(0,2) |
= ---_-—.-_ Ve —— l—<,<3JIT —4
segment (0,0)--(-3,0) |
segment (0,0)—-—(0,-1}) \ | 3
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\\ -
1
X
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S5 4 a3 2 ’/:1// 1 2 3 4 5
-1

Fonte: Aluno Aio (2020).

A plotagem ilustrada na Figura 10 atende todas expectativas para as atividades 1 e
2: eixos rotulados, escalas numeradas e segmentos legendados. Quanto a configuracao do
plano e a plotagem dos segmentos, todos os alunos procederam conforme o esperado.
Todavia, houve alguns que néo inseriram as legendas. Ademais, para as coordenadas
irracionais, houve plotagens com o comando square root - v2 =sqrt(2) - e com
aproximacdes decimais - V2 = 1,41.
Acerca da Atividade 3, registram-se divergéncias entre os comprimentos e 0s angulos
registrados. A Figura 11 nos permite comparar respostas de dois estudantes para esse

item.
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Figura 11. Respostas a Atividade 3

mmmm-a-m-ﬂ-

Compriment

o
Angulo com 0 45 90 60 180 30 90 45

0 eixo X.

mmmmm-a-mm
Compriment 0,705 3,46

o
Angulo com 0° 45° 90° 120° 180° 210° 210° 315°

0 eixo X.
Fonte: Alunos As e Az, respectivamente (2020).

A primeira tabela apresentada na Figura 11, preenchida por As, atende as
expectativas para o referido item, mesmo com valores para angulos agudos e retos nos
campos referentes aos segmentos OF, OG e OH. Entretanto, observa-se na segunda
tabela, de autoria da aluna A7, o preenchimento desses angulos coerente a leitura do ciclo
trigonométrico, bem como os valores adequados para os comprimentos dos segmentos OA,
OC, OE e OG. Na tabela, o angulo(OG) = 90° do aluno Az ndo corresponde ao valor 210°,
registrado por A;. Contudo, houve erros quanto as medidas dos segmentos plotados fora
dos eixos coordenados, indicando equivocos na manipulacdo das informacbes e/ou do
Teorema de Pitagoras. Esses mesmos erros figuraram em resultados de outros dois alunos.

No tocante a etapa de configuracdo do plano circular, a Atividade 4 foi executada
com sucesso. Salvo a auséncia da legenda, citada anteriormente, todos registraram a

configuracdo conforme o esperado e ilustrado na Figura 12.
Figura 12. Respostas a Atividade 4
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Fonte: Aluno As (2020).
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. Entretanto, a respeito da Atividade 5, cabem observacdes sobre o registro dos raios
e dos angulos. Para tais, seguem os registros de trés desses participantes, apresentados
na Figura 13.

Figura 13. Respostas a Atividade 5
 Ponto | A | B | ¢ | D | E | F | G | H
1 2 4 & 2 1 2

4

0° 45° 90° 120° 180° 210° 270° 315°

 Ponto | A | B | Cc | D | E | F | G | H

4 0,9970 2 3,996 3 1,9982 1 1,9940

0 45° 90° 120° 180° 210° 270° 315°

(e e e e e TE TF e 0]
0,98 2 21 3 1,99 1 2,99

4

0° 45° 90° 120° 180° 210° 0° 315°

Fonte: Alunos Az, A1 e Ao, respectivamente (2020)

Na Figura 13, os registros da aluna A2 sdo idénticos aos esperados para essa
atividade, feitos a partir da visualizacdo do plano circular e da contagem dos setores
polares, coincidindo com a leitura do ciclo trigonométrico. Quanto as tabelas preenchidas
por A1 e Ao, 0s valores dos raios foram repeticées dos registros feitos na Atividade 3. Ainda
na mesma figura, sdo observados erros nos campos Raio(H) = 1,9940 e Angulo(G) = 0°,
preenchidos por Az e Ao, respectivamente. Enquanto a primeira divergéncia se justifica pelo
uso de coordenadas diferentes do texto original, 0 segundo segue sem justificativa. De
posse desses registros, os discentes prosseguiram a execucao da Atividade 6 de forma
coerente aos registros da Atividade 5.

Conforme citado na secéo anterior, a Atividade 7, em especial o preenchimento da
tabela, foi a mais trabalhosa e também a que demandou maior conhecimento matematico,
uma vez que os alunos deviam descrever como ocorre a conversdo de coordenadas
cartesianas em polares, e vice-versa. Entre os participantes, 42% considerou ser essa a
etapa mais dificil do processo. As respostas obtidas as perguntas feitas nessa atividade
atendem plenamente as expectativas dos autores, uma vez que itens como Teorema de
Pitagoras, Razbes Trigonométricas e Ciclo Trigonométrico figuraram em quase todos 0s

registros discentes. Fato curioso, e ainda sem justificativa, diz respeito as respostas
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“Comparar com angulo 0°.” e “Comparar com o raio 0.” que o aluno A; deu para os itens
“Como é possivel identificar o valor de x (ou de y) a partir de (r, «)? “.

O preenchimento da tabela da Atividade 7 deveria ser semelhante a apresentada na
Figura 14, podendo variar o formato dos nimeros registrados — raiz, decimal ou fragcdo — e
as unidades de medidas dos angulos — graus ou radianos. Entretanto, ha varios equivocos

a serem discutidos.

Figura 14. Respostas a Atividade 7
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1 3 (1, ¥3) 2 Sn 255 4
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Fonte: Os autores (2021).

A fim de sanar davidas sobre o preenchimento dessa atividade, o professor resolveu,
na aula de 11/11, a segunda linha da tabela, a titulo de exemplo. A partir da representacéo
geométrica dos dados apresentados para o ponto K, negritados no texto original, os alunos
perceberam as relacfes que deveriam a ser estabelecidas entre esses dados e os itens
referentes aos campos vazios. Dai, o professor registrou os procedimentos de calculo
narrado pelos estudantes e preencheu os espacos devidos com os resultados obtidos.

Diante disso, é possivel concluir que a representacéo grafica do ponto em questao
foi suficiente para esclarecer a duvida, visto o dominio dos conhecimentos matematicos
necessarios. Tal acdo evidencia a necessidade de representar graficamente esses pontos
a fim de sanar as dificuldades relatadas pelos alunos.

Baseado no exemplo do ponto L, os participantes deveriam completar as demais
linhas da tabela. Apesar da explanacéao, alguns erros foram registrados. No ponto J, por

. , . . 3 3v3).
exemplo, O raio 3 é consequencia das coordenadas cartesianas 215 ) mas foram

registrados em outros trabalhos, para a mesma medida, os pares (v/3, 3) e (—% g) No

ponto M, houve registros do par (1,22; 120°) como coordenadas polares, ou ainda (2,89;
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3009), enquanto para o ponto L, o par cartesiano (0,—2v2) é equivalente as coordenadas
polares (—2\/2 %’T) Para desfazer esses e outros equivocos nessa Ultima fase, percebeu-

se a necessidade de acrescentar, talvez como Atividade 8, um item que oriente os alunos
a conferéncia das colunas “(x, y)” e “(r, @)” na tela do Winplot.

Ap6s a execucdo da atividade, os participantes responderam a um questiondrio
registrando suas impressées sobre a mesma. As respostas do questionario indicam que
75% dos alunos ndo conheciam o Winplot e que alguns desses ja haviam utilizado outros
aplicativos mateméticos, tais como GeoGebra, Photomath e Matrix Operations. Os
resultados apontaram também que os alunos gastaram em média, 100 minutos para
realizar a atividade, considerada por 75% dos discentes uma tarefa de dificuldade média,
devido aos conteudos matematicos envolvidos. Tanto que metade dos participantes nao
conseguiu fazer a atividade apenas seguindo os comandos; muitos recorreram ao auxilio
dos colegas. Contudo, 58% dos estudantes consideraram o aplicativo de manuseio facil ou
muito facil, em vista as orienta¢des descritas na atividade.

Para findar essa analise, segue o depoimento de um dos professores autores, cuja
producéo dessa atividade lhe propiciou o primeiro contato com o software.

Através do link e orientacdes recebidos achei a instalacdo do Winplot bem simples
e ao mesmo tempo bem leve e, mesmo sem nunca ter mexido no programa, com
as orientagbes bem detalhadas para o desenvolvimento das mesmas, tudo foi
fluindo naturalmente.

Na pratica, ja conhecia as coordenadas retangulares, e as circulares, somente em
alguns filmes, noticiarios e navegadores. O mais impressionante foi perceber a
relagdo entre as coordenadas do plano cartesiano e as coordenadas circulares.
Essa passagem foi incrivel e bem perceptivel.

Com base em conhecimentos prévios sobre Trigonometria e das suas relagdes no

triangulo retangulo, bem como a medida dos angulos em radianos, foi possivel
compreender melhor essa passagem de um sistema para o outro.

Consideracfes Finais

Através da andlise das atividades foi possivel verificar que os participantes
conseguiram realizar a instalacdo do Winplot e desenvolver as atividades. Tal
desenvolvimento nado significa dizer perfeicdo em desenvolvé-las. Ocorreram também
equivocos quanto a alguns conceitos e célculos matematicos, levando a respostas alheias
as expectativas. Entretanto, parte da turma conseguiu desenvolver a atividade em todos os

seus quesitos.
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Entdo, perante a situacdo apresentada, é plausivel e conveniente buscar
aprimoramentos no processo de ensino-aprendizagem. Para isso, ouvir as sugestdes
daqueles que utilizaram o software é importante, pois assim se verifica quais foram as
dificuldades enfrentadas e quais sao as possiveis melhorias a serem realizadas. As
sugestdes de dois alunos, dadas apds o desenvolvimento e a aplicacdo das atividades,
ilustram este fato: “Trabalhar com o Winplot em um ndmero maior de aulas para
familiarizagcao com o aplicativo” e “Baixar o aplicativo desde o inicio, enquanto compartilha
a tela, para que os alunos vejam todo o processo e fique mais claro desde o inicio”.

Como ainda existe a dificuldade de alguns, tanto na utilizacéo do software como em
conceitos matematicos, e por ser o primeiro contato com a essa ferramenta, acredita-se
gue, com a pratica, é possivel melhorar a utilizacdo do Winplot. Nas diversas areas de
conhecimento, a pratica € um fator essencial que contribui constantemente para o
desenvolvimento e aperfeicoamento das técnicas envolvidas no processo de ensino-
aprendizagem.

Sendo assim, a partir da utilizacdo dos softwares em um namero maior de aulas,
bem como do desenvolvimento e aplicacdes de transformacdes matematicas, é possivel
alcancar um rendimento satisfatorio quanto aos conteudos envolvidos, juntamente com
suas aplicacdbes nos meios tecnologicos. Tal fato pode ser ilustrado por meio dos
depoimentos de alguns estudantes: “No inicio eu achei bem complicado, mas depois peguei
0 jeito para usar. Achei muito interessante trabalhar com ele, jA que eu ndo tinha
conhecimento sobre. Amei a experiéncia!” e “Foi uma experiéncia que eu gostei e achei
bem interessante ja que é uma plataforma que ajuda muito e adianta um trabalho que seria
muito demorado se fosse feito manualmente”.

Durante o desenvolvimento deste trabalho, foi perceptivel que os conhecimentos a
serem adquiridos e as inovacgfes tecnologicas devem andar lado a lado, fazendo uma
complementacao, a fim de otimizar a compreenséo no processo de ensino-aprendizagem.
Entre essas inovacdes, esse texto destacou o dominio do software Winplot. Entretanto,
segundo apontamentos de colegas e professores, dentro da disciplina Recursos
Computacionais, bem como de avaliadores externos, enxergamos a possibilidade de
adaptar a atividade aqui apresentada a utilizacdo de outros softwares, tais como Geogebra

e Graphmatica. Dessa forma, firmando a importancia de utilizar meios tecnoldgicos, espera-
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se contribuir, por meio da proposta aqui apresentada, com o aprendizado de todos 0s

agentes envolvidos.
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