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RESUMO: O teorema de Pitagoras é um resultado matematico muito lembrado por aqueles que o estudaram
na escola basica. Contudo, poucos conhecem a histdria desse teorema e a histéria de Pitagoras de Samos,
assim como algumas demonstragfes desse resultado. Nossa proposta se baseia no uso da histéria da
Matematica para motivar os alunos ao estudo do tema. De fato, segundo a MAA (Mathematical Association
of America), o conhecimento da histéria da Matemética mostra aos alunos que ela é uma importante conquista
humana, geralmente desenvolvida de forma intuitiva e experimental a partir da necessidade de se resolver
problemas nas mais diversas areas do saber. Por acreditar que também é relevante mostrar aos alunos que
em Matematica é importante se demonstrar os resultados, ja que a Matematica ndo deve ser vista como uma
colecdo de formulas que devem ser memorizadas, apresentamos algumas demonstra¢des que podem ser
feitas com os alunos.
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ABSTRACT: Pythagoras' theorem is a mathematical result that is well remembered by those who studied it in
elementary school. However, few remember the history of this theorem and the history of Pythagoras of
Samos, as well as some known demonstrations of this result. Our proposal is based on the use of the history
of Mathematics to motivate students to study the subject. In fact, according to the MAA (Mathematical
Association of America), the knowledgement of the history of Mathematics shows students that it is an
important human achievement, usually developed in an intuitive and experimental way from the need to solve
problems in different areas. Because of the belief that it is also important to show students that in Mathematics
it is important to demonstrate results, since Mathematics should not be seen as a collection of formulas that
should be memorized, we present some demonstrations that can be done with students.
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Introducao
Toda pessoa que ja passou por alguma escola e concluiu o ensino fundamental,
certamente ja ouviu falar de Pitagoras. O teorema que leva seu nome também é bastante

conhecido, assim como suas aplicacées no mundo real.
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No presente trabalho apresentar-se-a um pouco sobre a histéria do teorema de
Pitagoras e sobre o préprio Pitagoras, considerado por muitos especialistas em Historia da
Matematica como o primeiro matematico. Onde ele nasceu, como conheceu a Matematica
e, finalmente, como fundou o que se conhece como “escola pitagdrica” ou “irmandade
pitagorica”.

Enuncia-se o teorema de Pitagoras e apresenta-se um pouco sobre sua historia.
Cinco demonstracfes distintas deste teorema sédo desenvolvidas, propiciando um contato
direto com diferentes maneiras de se conhecer tal teorema. Uma parte importante deste
trabalho é a proposta didatica para o desenvolvimento do tema nos ensinos fundamental e

meédio é também apresentada.
Por fim, neste trabalho, denota-se 4B como segmento que possui extremidades nos

pontos A e B. E a medida do segmento AB como AB.

Pitdgoras e a escola pitagorica

Considerado o primeiro matematico, Pitagoras nasceu no século VI a.C. em Samos,
uma das ilhas do Dodecaneso (um grupo de ilhas gregas na extremidade leste do Mar
Egeu, junto a costa sudoeste da Turquia), proximo a Mileto, lugar de nascimento de Tales.
N&o ha como precisar o ano de nascimento de Pitdgoras. Algumas fontes afirmam que foi
por volta de 550 a.C. ou 569 a.C..

Com idade préxima a 18 ou 19 anos, Pitdgoras partiu de Samos para conhecer o
mundo, pois, em sua época, isto era um costume para adquirir conhecimento através do

contato com outros povos. Nestas viagens, Pitagoras visitou e viveu alguns anos no Egito

7

e Babildnia e é muito provavel que ele tenha ido também a india. Contemporaneo de
Confuacio, Lao-Tse e Buda, hd quem diga que Pitagoras teve contato com Buda e seus

ensinamentos em sua provavel passagem pela india.

Pitdgoras adquiriu suas habilidades matematicas em suas viagens pelo mundo
antigo. Algumas histérias tentam nos fazer crer que Pitagoras teria ido até a india e
a Inglaterra, mas o mais certo € que ele aprendeu muitas técnicas mateméaticas com
0s egipcios e os babilénicos. Esses povos antigos tinham ido além da simples
contagem e eram capazes de céalculos complexos que lhes permitiam criar sistemas
de contabilidade sofisticados e construir prédios elaborados. De fato, os dois povos
viam a matematica como uma ferramenta para resolver problemas praticos. A
motivacdo que conduziu & descoberta de algumas das leis basicas da geometria
era a necessidade de refazer a demarcacdo dos campos, perdida durante as
enchentes anuais do Nilo. A palavra geometria significa “a medida da terra” (SINGH,
2008, p. 29).
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E desta situacio gerada pelas enchentes anuais do rio Nilo que os antigos egipcios
desenvolveram métodos usando cordas para refazerem na terra as marcacdes apagadas
pelo rio. Um desses métodos, que € bastante interessante, era utilizar uma corda aberta
com 13 nés, igualmente espacados, para construir um triangulo com lados medindo 3, 4 e
5. Os egipcios perceberam que com tal tridangulo era possivel construir um angulo reto entre
os lados que mediam 3 e 4. Ou seja, eles conheciam pelo menos um terno de numeros
ditos pitagoricos, que com certeza ndo eram ainda conhecidos desta forma. Mas, mesmo
sem qualquer documento que comprove isto, 0 mais importante é que estas situacées
devem ter sido vividas de alguma forma por Pitagoras nestas viagens.

Voltando a Grécia, Pitagoras tinha o objetivo de fundar uma escola para estudar a
filosofia e a matematica que aprendeu durante suas viagens por estes diferentes povos.
Porém, em Samos, Pitagoras enfrentou um problema politico. Durante suas viagens, um
tirano persa, chamado Policrates, teria transformado Samos em uma cidade conservadora,
um lugar de intolerancia. Convidado por Policrates para compor a equipe de sua corte,
Pitagoras percebeu que esta era a maneira encontrada para fiscaliza-lo, impedindo que ele
difundisse a ideia do estudo filoséfico e matematico. A principio, a solu¢do encontrada por
Pitagoras foi se refugiar em uma caverna localizada em uma regido remota da ilha, a fim

de continuar seus estudos.

Pitagoras ndo apreciava o isolamento e acabou subornando um menino para ser
seu primeiro aluno. A identidade do garoto é incerta, mas alguns historiadores
sugerem que ele também se chamaria Pitdgoras [...] PitAgoras, o mestre, pagava
ao seu aluno trés ébolos para cada aula a que ele comparecia. Logo percebeu que,
a medida que as semanas se passavam, a relutancia inicial do menino em aprender
se transformava em entusiasmo pelo conhecimento. Para testar seu pupilo,
Pitagoras fingiu que ndo podia mais pagar o estudante e que teria de interromper
as aulas. Entdo o menino se ofereceu para pagar por sua educacgdo. O pupilo
tornara-se discipulo. Infelizmente este foi 0 Unico adepto que Pitagoras conquistou
em Samos. Ele chegou a estabelecer temporariamente uma escola conhecida como
0 Semicirculo de Pitdgoras, mas suas ideias de reforma social eram inaceitaveis e
o filésofo foi obrigado a fugir com sua mae e seu unico discipulo (SINGH, 2008, p.
30).

Foi neste momento que Pitagoras chega a Crotona, uma antiga cidade-estado da
Magna Grécia, onde hoje € o sul da Italia. Por 14, PitAgoras encontrou o apoio de Milo, que
era o homem mais rico e forte da cidade. Além de influente politicamente, Milo era forte
fisicamente, ja que era um atleta olimpico, cinco vezes campeéo de luta livre nos jogos

olimpicos da antiguidade. Este homem j& tinha ouvido sobre a fama de Pitdgoras, que
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ecoava na Grécia, e lhe cedeu parte de sua casa para que Pitagoras fundasse a sua escola,
tendo inclusive a filha de Milo, uma bela mulher chamada Teano, como uma de suas alunas.
Futuramente, apesar da diferenca de idade, Pitdgoras e Teano acabaram se casando.

E entdo que nasce a famosa “escola pitagérica’”, conhecida também como
‘irmandade pitagorica”, ja que esta escola possuia também um carater religioso e era
cercada de mistérios e lendas.

Talvez Pitagoras, influenciado pelas tradicdes budistas, desenvolveu a ideia de
comunidade fraternal (sangha — comunidade dos budistas que tém os mesmos
objetivos). Com caracteristicas monasticas, instituiu ritos de abstinéncia, pureza e o

vegetarianismo, que era imposto ou aceito pelos que queriam participar da escola
(CYRINO, 2006, p. 38).

Estes sédo relatos de algumas historias que cercavam a escola pitagérica. O fato é
gue tal escola contava com cerca de seiscentos seguidores que estudavam e desenvolviam
a matematica proposta por Pitdgoras. O interesse deles era de ir além da utilizacdo dos
nameros. Eles queriam entendé-los profundamente, tanto que o lema da escola pitagorica
€ que “tudo é numero”.

Pitagoras desenvolveu a idéia da l6gica numérica e foi responsével pela primeira
idade de ouro da matematica. Gracas ao seu génio, os niumeros deixaram de ser
apenas coisas usadas meramente para contar e calcular e passaram a ser
apreciados por suas proprias caracteristicas. Ele estudou as propriedades de certos
nameros, o relacionamento entre eles e os padrées que formavam. Ele percebeu

que os numeros existem independentemente do mundo palpavel e, portanto, seu
estudo nao é prejudicado pelas incertezas da percepgéo (SINGH, 2008, p. 28).

Além de entender completamente o que cada namero significava e de estudar a
relacdo entre eles, a irmandade pitagorica cercava 0os numeros de imenso misticismo. A
partir deste raciocinio, os pitagéricos chegaram a listar as caracteristicas misticas dos
primeiros numeros naturais. O numero “um” € o gerador dos numeros, o0 primeiro numero
masculino. O “dois” que é o primeiro dos numeros femininos, 0 numero da opinido. “Trés”
€ 0 numero da harmonia ou nimero da forma, por causa das dimensdes: comprimento,
largura e altura. O numero “quatro” se corresponde ao tetraedro onde as faces seriam os
elementos ar, terra, fogo e agua. A soma do primeiro nimero feminino com o primeiro
numero masculino verdadeiro, respectivamente 2 e 3, chegaria ao “cinco” que, por isso, é
o numero do casamento. O “seis” € o numero da criacado. “Sete” é a jungao da harmonia,
simbolizada pelo 3, com os elementos, que é 0 4. Sendo o dobro do niumero que representa

os elementos, o “oito” € o numero das formas perfeitas. J& o numero “nove” é a
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caracterizacdo numérica da indestrutibilidade, pois a soma dos algarismos de seus
multiplos é ele préprio; exemplos: 18, 27 e 36. E o0 “dez” € o numero sagrado.

Mas a escola formada por PitAdgoras descobriu propriedades interessantes em
alguns nameros. Para Pitagoras, a perfeicdo de um numero era demonstrada utilizando de
seus divisores proprios. Quando um namero inteiro possuia divisores proprios cuja soma
era menor que o préprio numero ele, o chamava de “numero deficiente”. Um exemplo é o
10. Seus divisores proprios (1, 2 e 5) possuem soma igual a 8 que é menor que o 10. Ja
guando a soma dos divisores préprios de um nimero era maior que o mesmo, ele recebia
0 nome de “numero abundante” ou “numero excessivo”. O numero 20 € um exemplo. Seus
divisores proprios (1, 2, 4, 5 e 10) possuem soma igual a 22 que é maior do que o 20.
Porém, quando a soma dos divisores proprios de um niumero € exatamente igual ao mesmo,
ele € chamado de “numero perfeito”. O primeiro numero perfeito € o 6, pois seus divisores
proprios séo 1, 2 e 3 cuja soma € 6. Um fato curioso é que a irmandade pitagérica acreditava
gue Deus criou 0 mundo em seis dias, porque este é o numero perfeito. E que se Deus nao
tivesse feito desta forma, o seis continuaria a ser perfeito.

Os primeiros numeros perfeitos sdo 6, 28, 496 e 8128. Note que fica cada vez mais
dificil encontra-los usando este método dos divisores. Foi desta dificuldade que Pitagoras
tentou desenvolver outro método para encontra-los. A sua crenca era que 0 namero 2
estava ligado a perfeicdo dos numeros. Foi quando ele descobriu que as poténcias de 2
gue podem ser escritas como 2™, com n natural, chegavam proximas a perfeicdo. Isto
porque, dado um n, natural, a soma dos divisores proprios de 2™ é sempre 2™ — 1. Por

exemplo,

a) 22 = 4 e seus divisores proprios (1 e 2) possuem soma igual a 3;
b) 23 = 8 e seus divisores proprios (1, 2 e 4) possuem soma igual a 7;

c) 2* = 16 e seus divisores préprios (1, 2, 4 e 8) possuem soma igual a 15.

Pitagoras ndo estava totalmente errado em sua suspeita. Algum tempo depois
Euclides descobriria, provavelmente baseado no raciocinio de Pitadgoras, que 0s numeros

da forma 2™t - (2™ — 1), para algum n natural, sdo perfeitos. Por exemplo,

a) Paran=2,2'-(22-1)=2-3=6;

b) Paran=3,22-(2-1)=4-7=28;
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c) Paran=5,2* - (25-1) =16-31 = 496;

d) Paran=7,2°-(2”—1) = 64-127 = 8128.

Para que o nimero da forma 2"~ . (2" — 1) seja perfeito, se faz necessario que o
namero 2™ — 1 seja um namero primo de Mersenne. Como, até a data de publicacdo deste
trabalho, eram conhecidos 51 nimeros primos de Mersenne. Entdo, existem 51 numeros
perfeitos, sendo o maior deles o nimero 282589932(282589933 _ 1) descoberto em janeiro de
2019 no GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search). A grande curiosidade é sobre a
existéncia de numeros perfeitos impares, pois dentre os 51 numeros perfeitos descobertos
até agora ndo ha nenhum impar. Basta notar que todos sdo multiplos de uma poténcia de
2.

Pitagoras era fascinado pelos ricos padrées e as propriedades dos numeros
perfeitos e respeitava sua sutileza. A primeira vista, o conceito de perfeicdo é
relativamente simples de entender, no entanto os antigos gregos foram incapazes
de sondar alguns aspectos fundamentais deste assunto. Por exemplo, embora
exista uma grande quantidade de numeros cujos divisores somados sdo uma
unidade a menos do que o préprio nimero, ou seja, sao ligeiramente deficientes,
parecem nao existir nimeros ligeiramente excessivos. Os gregos foram incapazes
de descobrir quaisquer numeros cujos divisores somados excedem em uma
unidade o nimero original e ndo conseguem entender por que isso acontece. E para
aumentar sua frustracao também nado conseguiram provar que tais nimeros néo
existiam. E compreensivel que a aparente falta de nimeros levemente excessivos
ndo tivesse nenhuma utilidade prética, entretanto era um problema que poderia
revelar a natureza dos nimeros e, portanto, valeria a pena estudar. Tais enigmas
intrigaram a Irmandade Pitagérica, e dois mil e quinhentos anos depois o0s

mateméticos ainda sdo incapazes de provar que ndo existem nameros ligeiramente
excessivos (SINGH, 2008, p. 34).

Outros numeros de grande importancia para a teoria dos nimeros e aritmética, que
Pitagoras junto a sua escola descobriu, foram os “niumeros primos”, que sdo os numeros
gue possuem apenas dois divisores: o proprio numero e a unidade. O Unico nimero primo
par € o 2 e ha uma infinidade de numeros primos impares. Os “nimeros amigos” sao outra
descoberta de Pitagoras. NUmeros amigos sdo dois numeros cuja soma dos divisores
préprios de um deles é igual ao outro. O exemplo encontrado por Pitagoras foi o par 220 e
284. Note que os divisores proprios de 220 séo 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55 e 110, que
apresentam soma igual a 284. O mesmo acontece com 284 cujos divisores proprios séo 1,
2,4, 71 e 142, que apresentam soma igual a 220. Outros pares de numeros amigos foram

descobertos por Pierre Fermat em 1636 e por Leonard Euler em 1747.
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A descoberta dos numeros irracionais também é creditada a irmandade pitagorica.
Um de seus membros, ao analisar um triangulo retdngulo com catetos congruentes
medindo uma unidade, notou que ndo havia nenhum namero racional que fornecesse a
medida da hipotenusa, pois x*> = 1% + 17, ou seja, x> = 2 e ndo existe nimero racional que
elevado ao quadrado resulte no inteiro 2. Logo existiria pelo menos um ndmero que nao se
encaixava na crenca dos pitagéricos de que tudo poderia ser resolvido com o0s numeros
inteiros ou com a divisdo de inteiros. Logo este problema, que era considerado por
Pitagoras como um erro, foi encoberto, sendo revelado muito tempo depois. Ha uma lenda
de que Pitadgoras teria condenado o descobridor deste fato a morte por afogamento,
forcando todos a manterem o segredo.

A irmandade pitago6rica tinha um simbolo que era o pentdgono regular estrelado,
simplesmente chamado de pentagrama, que nada mais € do que o pentagono regular com

suas cinco diagonais como mostra a figura abaixo:

Figura 1. Pentagono regular estrelado

B

Fonte: Os autores.

O simbolo da escola pitagérica é uma figura intrigante, justamente porque ela é
formada por muitas curiosidades. A primeira delas € que suas diagonais se intersectam
formando outro pentagono regular. De acordo com a Figura 1, o pentagono A'B’'C'D’E’.
Outra curiosidade é que cada um dos pontos A’, B’, C’, D’ e E’ dividem suas diagonais em
segmentos com medidas diferentes de tal modo que “a razdo da medida de toda a diagonal
para a medida do maior segmento gerado € igual a razdo da medida deste para a medida

” . A~ AD Cc'D
do menor segmento gerado”. Tomando a diagonal AD como exemplo, temos que = ae

. Os gregos conheciam esta divisdo como “divisdo de um segmento em média e extrema
razao”. Atualmente ela é conhecida como “secgao aurea” de um segmento, denominacao
criada por Kepler (1571 — 1630).
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Pitagoras também foi o responsavel pela formalizacdo da escala musical que
usamos hoje.
O instrumento mais importante da antiga musica helénica era o tetrac6rdio, ou lira
de quatro cordas. Antes de Pitagoras, os mausicos tinham percebido que certas
notas, quando soavam juntas, criavam um efeito agradavel e afinavam suas liras de
modo que ao tocarem duas cordas pudessem produzir tal harmonia. Contudo, os
antigos musicos ndo compreendiam por que certas notas, em especial, eram
harménicas e n&o tinham nenhum meio preciso de afinar seus instrumentos. Eles

afinavam suas liras pelo ouvido, até conseguirem um estado de harmonia — um
processo que Platdo chamava de torturar as cravelhas (SINGH, 2008, p. 35).

Pitagoras observou que quando os comprimentos das cordas estavam em algumas
proporcdes, elas soavam de forma harmonica. Ele notou que se uma corda produzia uma
nota qualquer, outra corda com o dobro do tamanho produziria a mesma nota em uma
oitava abaixo. Este mesmo principio € utilizado hoje em harpas e pianos. Pitdgoras
formalizou as notas musicais que conhecemos da seguinte forma: dada uma corda que
produzia um DO, uma corda com o dobro do comprimento levaria a um D6 uma oitava
abaixo e de forma ascendente, uma corda com 16:9 de seu tamanho produziria um Ré€, 8:5
para Mi, 3:2 para Fa, 4:3 para Sol, 6:5 para La e 16:15 para Si.

Todas estas descobertas fizeram com gque a escola pitagorica ganhasse notoriedade
na Grécia antiga, porém junto com este prestigio muita inveja também era atraida.

Da mesma maneira que os pitagdricos conseguiram ascensao politica, os inimigos
surgiram. Um dos senhores mais ricos de Crotona, chamado Cilon, empreendeu um
ataque a uma casa onde se reuniam os pitagéricos e muitos foram assassinados.

Pitagoras foi para Tarento e dai, para Metaponto, onde perdeu a vida,
aproximadamente, em 500 a.C. (CYRINO, 2006, p. 52).

Pitagoras e os pitagoricos foram pessoas que deixaram um legado matematico e
filosofico muito grande, porém esta historia importante da Matematica é envolta em muitas
lendas, pelo fato de muitas de suas descobertas ficarem em segredo, além da perda da
maioria dos documentos. Ha uma lenda que diz que, neste ataque aos pitagoricos, toda a

casa foi incendiada, queimando os registros de Pitagoras e sua escola.

O teorema de Pitagoras
Um triangulo retangulo € um triangulo que possui um de seus angulos internos
medindo 90°. O maior lado de um tridangulo retangulo, chamado de hipotenusa (palavra que

tem origem no grego “hypoteinousa”, cujo significado é “contrario a ...”), é justamente o lado
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oposto ao angulo reto e os outros dois lados que formam o angulo reto séo chamados de
catetos (palavra que tem origem no grego “Kathetos” cujo significado €& “que cai
perpendicular”).

O teorema de Pitdgoras é uma relacdo entre os comprimentos dos lados de um
triangulo retangulo, e pode ser enunciado da seguinte forma: “Dado um triangulo retangulo,
0 quadrado do comprimento da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos

comprimentos dos catetos”.

Figura 2: Triangulo retangulo

B|
a
c
o :
A b C

Fonte: Os autores.

Com a notacdo dada na figura acima, temos a seguinte identidade: a* = b + ¢*. Note
gue o teorema de Pitagoras relaciona os comprimentos dos lados de um triangulo retangulo,
porém esta identidade também pode ser utilizada para relacionar as areas dos quadrados
gerados a partir dos lados do mesmo tridangulo retangulo. Ou seja, as areas dos quadrados

gerados pela hipotenusa e catetos sdo respectivamente a?, b? e ¢

Figura 3: O teorema de Pitagoras por comparacao de areas

2]

Fonte: Os autores.
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Esta relacdo, identificada como teorema de Pitdgoras, era conhecida por muitos
povos anteriores ao Pitdgoras. Ela tem este nome, pois é muito provavel que Pitdgoras ou
seus discipulos da escola pitagoérica a tenham demonstrado pela primeira vez. Como ja dito
anteriormente, os egipcios usavam um triangulo retangulo para refazerem as marcacdes
de angulos retos na terra. Porém 0s povos antigos, que tiveram algum contato com o
triangulo retangulo e com a relacéo entre seus lados, ndo tinham o interesse de saber o
porqué dessa relacédo, assim como de outras que provavelmente conheciam. Para eles, era
suficiente o beneficio que as relacdes os traziam, ou seja, o interesse era Unico e exclusivo
nas aplicagbes e ndo nas demonstragoes.

O fato é gue esta relacéo entre o comprimento dos trés lados do triangulo retangulo
gera um trio de numeros, que é chamado de “terno pitagérico”. Muitos desses ternos eram
conhecidos pelos povos anteriores a Pitdgoras, como mostram alguns documentos. Um
deles € o “Plimpton 322”, que € uma tabua babilénica feita com argila e de escrita
cuneiforme (tipo de escrita feita com um instrumento em forma de cunha) datada de 1800
a.C.. Esta tabua estéa localizada hoje na colecdo da Universidade de Columbia, e contém
uma tabela com quinze linhas de ternos pitagoricos.

A tdbua era evidentemente uma tabela trigonométrica ou um auxilio didatico para a
regra de calcular hipotenusas de tridngulos retangulos. Ela ndo contém variaveis, e

parece que sua intencdo era divulgar a regra por meio de uma lista de exemplos
(CREASE, 2011, p. 18).

Na india antiga, a regra provada por Pitagoras também era conhecida e utilizada.
Algumas aplicacdes estao registradas nos “Sulbasutras”, documentos que fazem parte do
maior corpo de textos do periodo védico (1500 a.C. — 500 a.C.). Eles s&o as Unicas fontes
de conhecimento da matematica indiana. O “Zhou Bi Suan”, nome que significa “a classica
aritmética da Gnomon e os caminhos do céu circular” (Gnomon é a lamina triangular do
relogio de sol), é o texto chinés de Astronomia e Matematica mais antigo, provavelmente
feito no | século a.C., que apresenta o conhecimento gerado no periodo da dinastia Zhou
(1046 a.C. — 256 a.C). Neste texto ha uma gravura que pode ser considerada parte do que
seria a primeira prova geométrica do que viria a ser o teorema de Pitagoras. Em todos estes
textos, ha a aparigdo de ternos pitagoricos ou gravuras com triangulos retangulos, porém
em nenhum deles se apresenta uma demonstracao algébrica ou geométrica completa do

teorema.
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A tabua babildnica, os Sulbasutras indianos e o Zhou Bi chinés exibem o
conhecimento da regra aplicada a algum outro propésito: educagdo, no caso da
Plimpton 322; religido, no caso dos Sulbasutras; astronomia, no caso do Zhou Bi.
Nestes e em outros textos antigos, a regra € apresentada sem uma justificativa
explicita, mas como um meio para descobrir distancias e conferir resultados,
algumas vezes com certo grau de formalismo (CREASE, 2011, p. 19).

Outro acontecimento curioso é do terno pitagérico mais conhecido (3, 4 e 5) aparecer
na propor¢do da grande pirdmide do Egito. Normalmente este terno de numeros era
utilizado para encontrar angulos retos e deve ter sido esse mesmo o intuito, com o objetivo

de posicionar o vértice da piramide conforme a figura abaixo.

Figura 4: Pirdmide e o terno pitagérico 3,4 e 5

Fonte: Os autores.

Provar uma regra é muito diferente de apenas conhecé-la. Uma prova demonstra a
validade geral de um resultado baseada em principios fundamentais — ela é sua
propria motivagdo, ndo visa a nenhum resultado pratico e estd menos preocupada
com o resultado em si do que com o método utilizado para atingi-lo; mais
preocupada com o processo pelo qual passamos a confiar nela. Uma prova reconta
a jornada pela qual passamos a conhecer uma equacado. Fornecer a prova de uma
regra requer uma perspectiva matematica diferente de apenas enunciar a regra
(CREASE, 2011, p. 20).

Provavelmente Pitagoras foi o primeiro a demonstrar este teorema, que era tao
utilizado pelos povos antigos, na india, China, Egito e Babildnia. Ndo se sabe qual é
exatamente a demonstracdo feita por Pitdgoras. Acredita-se que tenha sido uma
demonstracdo geométrica, usando comparacdo de &reas. Entdo vamos a provavel
demonstracao feita por Pitadgoras.

“ ”

Dado um triangulo retangulo com catetos medindo “a” e “b”; e hipotenusa medindo

({3t

c”, deseja-se mostrar que c® = a? + b?.

Seja um quadrado com lados medindo “a + b”. Constréi-se um quadrado de lados

medindo “c” conforme a figura abaixo:
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Figura 5: Primeiro quadrado com lado medindo “a + b”

b a

Fonte: Os autores.

Sabe-se que o quadrilatero de lado medindo “c” € um quadrado, pois os angulos
agudos de cada triangulo retangulo sdo complementares.

Agora, pode-se desmembrar o quadrado acima em quatro triangulos retangulos
congruentes e um quadrado. Utilizando os quatro triangulos congruentes é possivel
remontar o quadrado com lado medindo “a + b” com outra configuragao, conforme a figura

abaixo:

Figura 6: Segundo quadrado com lado medindo “a + b”

a b

Fonte: Os autores.

Note que nesta nova figura, o quadrado de lados medindo “a + b” € composto por
seis poligonos: os mesmos quatro triangulos congruentes, um quadrado com lados
medindo “a” e um quadrado com lados medindo “b”. Desta forma, fazendo uma comparagao

entre as duas figuras, temos que a area original n&o foi alterada pela nova composicao. Isto
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“ "

indica que a area do quadrado de lado medindo “c” da primeira figura € igual a soma das

13 ”

areas dos quadrados com lados medindo “a” e “b” da segunda figura. Ou seja, ¢* = a® + b*.

Demonstracdes do teorema de Pitagoras
O teorema de Pitagoras é um dos mais famosos teoremas da histéria da Matemética,
pois, além de toda a lenda que o envolve, ele possui muitas demonstracdes distintas.
Comparado aos outros tantos teoremas da Matematica, sem duavida, o teorema de
Pitdgoras é o que possui 0 maior niumero de demonstra¢cfes. Estas demonstra¢des séo,
em sua grande maioria, geométricas, mas também existem demonstracdes de carater
algébrico.
Em 1927 (quando ja era professor universitario), Loomis publicou A proposi¢do
pitagérica, livro contendo 230 provas; em 1940, entdo aos 87 anos, Loomis publicou
uma segunda edi¢éo, com 370 provas. [...] A Ultima frase de sua segunda edi¢éo é:
“E ainda ndo chegamos ao fim”.
Loomis estava certo; ndo era o fim. O site Guinness World Records, sob o titulo

“Maior quantidade de provas do teorema de Pitagoras”, recentemente apontou um
grego que diz ter descoberto 520 provas distintas. (CREASE, 2011, p. 24 e 25).

Apresentamos cinco demonstracfes distintas do teorema de Pitdgoras, sendo duas
delas feitas por pessoas de grande reconhecimento cientifico e na sociedade, uma de
amplo conhecimento académico, uma de carater geométrico, mas com propriedades

aritméticas em seu desenvolvimento e a Ultima que é bastante curiosa.

I) Demonstracéo de Euclides: Em “Os elementos” de Euclides, livro I, a proposi¢cao
47 é o teorema de Pitagoras acompanhado de sua demonstracéo. Observe como o teorema
€ enunciado: Em um triangulo retangulo, o quadrado sobre o lado oposto ao angulo reto €
igual a soma dos quadrados sobre os lados que formam o angulo reto.

Demonstracdo: Euclides iniciou sua demonstracdo construindo trés quadrados, a
partir dos lados de um triangulo ABC, reto em A e construindo um segmento de reta

perpendicular a hipotenusa com extremidades em A e K, conforme a figura abaixo:
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Figura 7: Demonstracado de Euclides
G

El=== === = == = =

Fonte: Os autores.

O objetivo de Euclides era mostrar que a soma das areas dos quadrados menores
é igual & area do quadrado maior. Para isso, Euclides tracou os segmentos AH e BD (Figura
11), construindo os triangulos ACH e DCB que sdo congruentes; pois AC = DC, ACH = DCB
(j& que ambos s&o iguais a med(ACB) + 90°) e CH = CB, 0 que nos leva ao caso L.A.L. de

congruéncia entre triangulos, que Euclides havia demonstrado na proposicéo 4 do mesmo

livro. Observe a figura a seguir:

Figura 8: Congruéncia na demonstragéo de Euclides

G

F Y R ] et

Fonte: Os autores.
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Porém, o triangulo ACH e o retangulo JKHC possuem a mesma base CH e a mesma
altura CJ (observe que os dois poligonos estdo entre as paralelas AK e CH). Na proposicéo
41, também do livro |, Euclides j& demonstrara que um triangulo com a mesma base e altura
de um quadrilatero, também possui metade de sua area. Assim, a area do triangulo ACH é
a metade da area do retangulo JKHC. Da mesma forma, a area do triangulo DCB é metade
da &rea do quadrado ACDE, pois ambos possuem base CD e altura CA (observe que os dois
poligonos estdo entre as paralelas BE e CD).

Como os triangulos ACH e DCB possuem a mesma area, pois sdo congruentes, 0S
guadrilateros JKCH e ACDE também possuem areas iguais, ja que suas areas sao o dobro
da area dos triangulos ACH e DCB, respectivamente.

Analogamente, os quadrilateros JKIB e ABFG tém areas iguais. Mas, a area do
guadrado BCHI é a soma das areas dos quadrilateros JKIB e JKHC. Ou seja, a area do

quadrado maior € igual a soma das areas dos quadrados menores.

II) Demonstragdo de Leonardo da Vinci: Dado um triangulo retédngulo ABC, reto em
A, aideia de Leonardo da Vinci foi construir um quadrado a partir de cada lado do triangulo
e mostrar que a soma das areas dos quadrados menores € igual a area do quadrado maior,
assim como fez Euclides. Para isso, além dos quadrados, Leonardo utilizou dois triangulos

retangulos congruentes ao triangulo original, conforme a figura abaixo:

Figura 9: Demonstracdo de Leonardo da Vinci

-H-H--H"'\-.._\_\_\_.
- HH\"‘ -
- -
\o"
Fonte: Os autores.
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Note que o segmento DG particiona o hexdgono BCDEFG em dois quadrilateros

7

congruentes, pois GBCD é o simétrico do quadrilatero GFED em relagdo ao proprio
segmento DG. J&4 o hexagono ABHJIC é dividido em dois quadrilateros congruentes pelo

segmento AJ, observe que o quadrilatero ABHJ é a rotacdo em 180° do quadrilatero JICA.
Porém estes quatro quadrilateros sédo todos congruentes entre si. Para isso basta perceber
a congruéncia entre os quadrilateros ABHJ e GBCD, pois AB = GB, ABH = GBC (ja que
ambos so iguais a med(ABC) + 90°), BH = BC, BA] = BCD (ja que ambos s&o iguais a
med(BCA) + 90°) e H] = CD.

Como os quatro quadrilateros sdo congruentes, entdo suas areas sao iguais. Assim
como as areas dos hexagonos BCDEFG e ABHJIC. Mas o primeiro hexagono é composto
por dois triangulos retangulos congruentes ao ABC e pelos quadrados menores. Ja o
segundo hexagono, € composto por dois triangulos retangulos congruentes ao ABC e pelo
guadrado maior. Estas duas afirmacfes garantem que a soma das areas dos quadrados

menores € igual a area do quadrado maior.

[Il) Demonstracdo por semelhanca de tridngulos: Esta € a demonstracdo mais
difundida nos livros didéaticos, por isso a mais conhecida nos dias de hoje. Esta
demonstracdo € a mais utilizada, porque usa um contetdo de grande importancia, que é a
semelhanca de triangulos.

Dado um triangulo retangulo ABC, reto em A, constroi-se a altura relativa a
hipotenusa, que a divide em dois segmentos que sao as projecdes dos catetos sobre a

hipotenusa, denotadas na figura abaixo como “m” e “n”.

Figura 10: Demonstracdo por semelhanca de triangulos

Fonte: Os autores.
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Observe que os triangulos DBA e DAC, retos em D, sdo semelhantes ao triangulo

ABC, reto em A. Utillizando a semelhanca entre DBA e ABC, tem-se que % = % Aplicando a
propriedade fundamental da proporcéo tem-se que ¢* = n - a. Com a semelhanca entre os
triangulos DAC e ABC, tem-se que %z%, que leva a relagcdo b* = m-a. Somando as

relacGes obtidas das duas semelhancas, chega-se ab*+c*=m-a+n-a=(m+n)-a=

a-a = a? que é arelacédo do teorema de Pitagoras.

IV) Demonstracdo utilizando o teorema das cordas: Para esta demonstracdo do
teorema de Pitagoras, precisaremos do teorema das cordas. Segue abaixo a definicdo de
uma corda e uma demonstracao do teorema das cordas.

Corda: E um segmento de reta cujas extremidades pertencem a uma mesma
circunferéncia. Um exemplo € o “didmetro da circunferéncia”, nome dado a uma corda que
passe pelo centro da circunferéncia.

Teorema das cordas: Se duas cordas se encontram, entdo o produto das medidas
dos dois segmentos determinados em uma delas € igual ao produto das medidas dos

segmentos determinados na outra.

Sejam AB e CD cordas que se encontram em um ponto P no circulo, conforme a

figura abaixo:

Figura 11: Demonstracéo do teorema das cordas

Fonte: Os autores.
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Construindo os segmentos AC e BD, nota-se que os triangulos ACP e DBP s&o
semelhantes pelo caso A.A.A., pois ACD = ABD (ja que ambos s&o angulos inscritos no

mesmo arco AD) e APC = BPD (angulos opostos pelo vértice). Por semelhanca, tem-se

AP _ CP

PD  PB’

Com este resultado vamos demonstrar o teorema de Pitagoras da seguinte forma:

Dado um triangulo ABC, reto em A, constroi-se uma circunferéncia com centro em B

e raio BC, conforme a figura abaixo:

Figura 12: Demonstragdo utilizando o teorema das cordas

Fonte: Os autores.

Observe que ao prolongarem-se os catetos AC e AB obtemos as cordas EF e CD,
que se intersectam perpendicularmente no ponto 4, sendo EF o didmetro da circunferéncia.
Desta forma a corda CD é intersectada em seu ponto médio, sendo AD = b. Basta observar

que o triangulo BCD é is6sceles de base CD e que BA é sua altura. Note que BF = a (raio
da circunferéncia) e AE = a — c. Utilizando o teorema das cordas, tem-se AC - AD = AE -
AF,ousejab-b=(a-c)-(a+c). Resolvendo o produto notavel, encontra-se b* = a* —

c?. Ou equivalentemente, a® = b? + c?, que é a identidade do teorema de Pitagoras, pois “a

“_n

€ a medida da hipotenusa e, “b” e “c” sdo as medidas dos catetos do triangulo ABC.

V) demonstracdo de Bhaskara: O matematico indiano Bhaskara (1114 — 1185) foi

um que encontrou uma demonstracdo do teorema de Pitagoras baseada apenas na
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observacéo de duas figuras. Diz a lenda, que Bhaskara desenhou as duas figuras abaixo e

escreveu somente uma pequena palavra em sua argumentacéo: Olha!

Figura 13: Desenho feito por Bhaskara

a

W
o

Fonte: Os autores.

A intencdo de Bhaskara foi construir uma figura com area medindo a? e outra figura
com area medindo b* + c?, onde a, b e c sdo, respectivamente, a hipotenusa e os catetos

dos triangulos retangulos.

Proposta didatica de abordagem do tema “teorema de Pitagoras”

Neste trabalho, pode-se conhecer parte da histéria sobre Pitagoras, a escola
pitagdrica e o teorema de Pitdgoras. Este fragmento da historia da Matematica é riquissimo
em lendas e curiosidades que podem encantar qualguer aluno. Por isso, seria importante
gue os professores de Matematica dessem devida atencdo a abordagem histérica deste
tema nas salas de aula. Ou seja, quando forem ensinar o teorema de Pitagoras, que a
abordagem seja mais rica em conteudo histarico.

A Historia da Matemética pode oferecer uma importante contribuicdo ao processo
de ensino e aprendizagem dessa area do conhecimento. Ao revelar a Matematica
como uma criagdo humana, ao mostrar necessidades e preocupacdes de diferentes
culturas, em diferentes momentos historicos, ao estabelecer comparagfes entre 0s
conceitos e processos matematicos do passado e do presente, o professor cria
condicdes para que o aluno desenvolva atitudes e valores mais favoraveis diante

desse conhecimento (PCN’s Ensino Fundamental — Ciéncias da natureza,
matemética e suas tecnologias — MEC, 1998, p. 42).

A proposta feita por este trabalho € que ao se ensinar o teorema de Pitagoras, a
abordagem mais eficaz, mais proficua, mais interessante seja a da descoberta. Que o0 aluno

ao ser iniciado nesta viagem no tempo, seja instigado a desenvolver uma curiosidade para
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buscar novas informagBes histéricas. Isto facilita o aprendizado e incentiva o
compartilhamento de conhecimento entre os alunos da turma.

Outro fator de grande importancia é que o teorema de Pitdgoras possui um nuamero
muito grande de demonstracfes distintas. Entdo, é interessante que o professor e o livro
didatico apresentem diferentes demonstra¢cdes e, mais do que isso, incentive seus alunos
a demonstrar o teorema de Pitdgoras de diferentes formas. Crie uma conjectura e peca a
seus alunos que trabalhem no tema, forneca algumas ferramentas e incentive o aluno a
busca pela elaboracdo da prova formal. Isto ja pode ser feito no 9° ano do ensino
fundamental, como diz o fragmento dos “Parametros Curriculares Nacionais” abaixo:

Apesar da forca de convencimento para os alunos que possam ter esses
experimentos com material concreto ou com a medi¢cdo de um desenho, eles ndo
se constituem provas matematicas. Ainda que essas experiéncias possam ser
aceitas como provas no terceiro ciclo, € necessério, no quarto ciclo, que as
observacbes do material concreto sejam elementos desencadeadores de
conjecturas e processos que levem as justificativas mais formais (PCN’s Ensino

fundamental — Ciéncias da natureza, matematica e suas tecnologias — MEC, 1998,
p. 127).

O gue normalmente acontece é que as demonstracdes aparecem timidamente nos
livros didaticos do ensino fundamental e, praticamente, desaparecem nos livros do ensino
médio. E, se o professor ndo apresentar as demonstracdes aos alunos nesta fase da vida
académica, os que ingressarem em carreiras da area de Ciéncias Exatas, serdo
apresentados as provas e demonstracdes na universidade. Isto pode ser traumatico para o
aluno, pois parece que a Matematica estudada na educacdo basica € completamente
diferente da Matemética da educacao superior. Se no ensino fundamental o aluno ja pode
ser apresentado as demonstracfes e provas, no ensino médio existe a oportunidade de
aprofundamento dos alunos nestas mesmas demonstracdes apresentadas no ensino
fundamental. Apresentamos a seguir a orientacdo dada pelos Parametros Curriculares
Nacionais para o ensino medio:

O ensino de Geometria no ensino fundamental esta estruturado para propiciar uma
primeira reflexdo dos alunos através da experimentacéo e de deducfes informais
sobre as propriedades relativas a lados, angulos e diagonais de poligonos, bem
como o estudo de congruéncia e semelhanca de figuras planas. Para alcangar um
maior desenvolvimento do raciocinio I6gico, é necessario que no ensino médio haja
um aprofundamento dessas idéias no sentido de que o aluno possa conhecer um
sistema dedutivo, analisando o significado de postulados e teoremas e o valor de

uma demonstracdo para fatos que lhe sdo familiares (PCN+ Ensino médio —
Ciéncias da natureza, matemética e suas tecnologias — MEC, 2007, p. 123 e 124).
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A Ultima proposta deste trabalho € que o ensino do teorema de Pitdgoras seja
aplicado em situacdes reais. Os alunos podem ser convocados a verificarem a
perpendicularidade das paredes da sala de aula usando o teorema de Pitagoras, mais
especificamente o triangulo com lados medindo 30 cm e 40 cm. Caso o terceiro lado deste
triangulo meca 50 cm, entéo as paredes serdo perpendiculares. Quando se aplica o saber
tedrico a uma situacao proxima do aluno, ele deixa de ser tedrico e passa e ser prético,
despertando o interesse do aluno pelo tema. O teorema de Pitagoras € um exemplo de
conhecimento que pode ser aplicado a iniumeras situacbes do cotidiano, basta que os
professores, e também os autores de livros didaticos, busquem estas aplicacdes, a fim de

apresentar o contetdo de maneira mais interessante e agradavel.

Considerac0es finais

Apbs a apresentacdo de uma parte historica e demonstracdes, pode-se concluir que
o teorema de Pitagoras possui um encanto praticamente inexplicavel. Este teorema é o
mais demonstrado de toda a Matematica, sendo essas demonstracdes de todos os tipos e
caracteristicas. Apesar disso, o teorema tem um enunciado simples que se traduz em uma
identidade pequena e direta.

Teorema e histéria tao fascinantes merecem atencéo especial dos livros didaticos de
Matematica, que apresentam a parte histérica de maneira muito breve e despretensiosa. A
apresentacao da parte histérica deve ter a intencdo de motivar o leitor a se interessar pelo
teorema de Pitagoras, buscando mais fontes e sendo instigado a dissecar o tema (mesmo
gue esta tarefa seja dificil). Assim, o aluno teria a real dimensdo da importancia deste
teorema para a histéria da Matematica e para o desenvolvimento da Geometria que temos
nos dias de hoje. O desenvolvimento da parte histérica de qualquer conteddo matematico
mostra para os alunos que a Matematica € uma ciéncia construida pelos homens ao longo
de muito tempo, com muito esforco e estudo. Isto, de certa forma, humaniza o
conhecimento e traz o aluno para mais préximo da Matematica. Como o teorema de
Pitagoras possui uma histéria bela em detalhes e curiosidades, é um desperdicio néo
utiliza-la para motivar os alunos a gostarem um pouco mais de Matematica.

As demonstracbes do teorema séo itens que ficam de fora em alguns livros, que

apresentam o teorema sem qualquer justificativa formal.
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Matematica pode ser brevemente apresentada como sendo composta por conjecturas,
historias, demonstracdes e aplicacdes. Por essa raz&o, nossa sugestao € que nada disso

figue de fora dos livros didaticos e da sala de aula!
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