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RESUMO: Este artigo traz a proposi¢do de um modelo didatico-praxeologico - MPD, para o trabalho com um
objeto da Geometria Analitica sob a lente da Teoria Antropoldgica do Didatico - TAD. O objetivo principal foi
discutir a possibilidade de trabalho com um modelo didatico-praxeoldgico, embasado na nocao de vetores no
Ensino Médio, como elemento para mitigar lacunas na transicao entre Educacéo Basica e o Ensino Superior,
ou seja, um MDP alternativo aos modelos pautados exclusivamente na Base Nacional Comum Curricular -
BNCC. O modelo, o objeto e as tarefas propostas sdo compreendidos pela TAD, que considera como
pressuposto a necessidade de tarefas que evoguem a indissociabilidade entre o saber-fazer e o discurso
racional que o justifica. Utilizou-se um método inspirado na andlise praxeoldgica para discutir a viabilidade do
MDP, a priori. Diante dessas condi¢c8es, conclui-se que o MDP, pautado na no¢éo de vetores e trabalhado
desde o Ensino Médio, pode colocar o estudante em atividade, com praxeologias mais econdmicas do ponto
de vista cognitivo, nesse nivel de escolaridade, mas principalmente no superior.
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ABSTRACT: This article proposes a didactic-praxeological model - DPM, for working with an object of
Analytical Geometry under the lens of the Anthropological Theory of Didactics - ATD. The main objective was
to discuss the possibility of working with a didactic-praxeological model based on the notion of vectors in High
School as an element to mitigate gaps in the transition between Basic Education and Higher Education, that
is, an alternative DPM to the models based exclusively on the Base Nacional Comum Curricular. The model,
the object and the proposed tasks are understood by the TAD, which considers as an assumption the need
for tasks that evoke the inseparability between know-how and the rational discourse that justifies it. A method
inspired by the praxeological analysis was used to discuss the feasibility of the MDP, a priori. Given these
conditions, it is concluded that the MDP based on the notion of vectors worked since high school, can put the
student in activity, with praxeologies at this level, but mainly at higher education, which are more economical
from a cognitive point of view.

KEYWORDS: Vectors. Teaching of Mathematics. Praxeological Analysis.

! Escola Estadual El Shadai. E-mail: pedrojdm@gmail.com
https://orcid.org/0000-0002-3701-8728

2 Universidade Federal do Oeste da Bahia. E-mail: edmo.carvalho@ufob.edu.br
http://orcid.org/0000-0002-6959-2652

3 Universidade Federal do Oeste da Bahia. E-mail: lauriclecio@ufob.edu.br
https://orcid.org/0000-0002-3356-5644

® Informacdes completas da obra no final do artigo

Revista ENSIN@ UFMS, Trés Lagoas/MS, v. 2, nimero especial, p. 164-185, Dezembro 2021. 164
Edicao Tematica - Profmat: Contribuicdes para o Ensino de Matematica


mailto:pedrojdm@gmail.com
https://orcid.org/0000-0002-3701-8728

ENSIN@ UFMS 2021
ISSN 2525-7056

Introducéo

Neste artigo, apresentamos um recorte de uma pesquisa de mestrado, realizada pelo
primeiro autor, sob a orientagdo dos coautores, na qual tomou-se como objetivo propor e
analisar um modelo didatico-praxeoldgico para o ensino de objetos da Geometria Analitica
- GA, gue corroboram a transicdo entre os niveis basico e superior.

Dessa maneira, consideraram-se como problematica didatica os aspectos implicitos
nas praticas institucionais (escolares ou aquelas relativas a formacao docente) no que se
refere a transicdo do Ensino Médio para o Superior. Segundo Menezes (2021), as
praxeologias dos estudantes em curso de licenciatura em Matematica, por vezes, sao
construidas sem um alicerce solido daquelas possivelmente estudadas na Educacéo
Béasica, como no caso do estudo de vetores na Geometria Analitica. Mas isso ocorre,
também, em relacdo a objetos estudados, como no caso das equacdes das retas, por
exemplo.

Tal fato nos chamou a atencéo para o que ocorre na transicado de um nivel de ensino
para o outro. O que, por sua vez, levou nosso olhar para os documentos que registram as
praxeologias dos dois niveis. Desse modo, a utilizacao do livro didatico nessa investigacao
se justificou devido a oportunidade de colocar lado a lado as praxeologias que se constroem
no Ensino Médio e Superior. Entretanto, neste recorte da investigacdo, discutido nesse
artigo, ndo tratamos das analises dos livros didaticos do Ensino Médio e Superior, mas
optou-se por apresentar as tarefas construidas e/ou adaptadas por Menezes (2021).

E verdade que estamos falando de duas modalidades de ensino diferentes, por isso,
a partir daqui, chamaremos de instituicdes, com objetivos distintos, nos quais naturalmente
nao encontramos uma abordagem exatamente igual dos saberes da GA. No entanto, ha
gue se considerar que devem existir pontos em comum entre os objetos estudados em
ambas as instituicbes, sendo o Ensino Superior um local para aprofundamento desse
estudo.

No entanto, nesse manuscrito, nos propomos a responder quais elementos um
modelo didatico deve considerar para mitigar lacunas da transicdo entre Ensino Médio e
Superior no estudo de objetos da GA? Isso implica em apresentar um esboco de um modelo
didatico de referéncia para ensino de um objeto especifico como forma de aprofundar a

discussdo, o que é feito por meio da apresentacao de situagdes em que o estudo de vetores
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amplificaria as técnicas de resolucdo das tarefas de tal modelo, além de se constituir um
instrumento de economia cognitiva e fator relevante para mitigar os problemas da transicao
interniveis.

Para alcancar o objetivo proposto neste artigo, os argumentos apresentados se
alicercam na Teoria Antropolégica do Didatico - TAD (CHEVALLARD, 1999), que também
se constitui como referencial metodoldgico, haja vista 0 método de analise (praxeolbgica)
adotado surgir no seio dessa teoria.

Outrossim, a partir de uma analise inspirada na praxeoldgica a priori, mostraremos,
neste artigo, que um modelo didatico para o Ensino Médio pautado na apresentacdo de
vetores pode suavizar a transi¢cdo do ensino basico para o superior, ou seja, 0 modelo de
ensino de GA do nivel médio néo estaria somente alicer¢cado no plano R?, mas também no

espaco.

Referenciais Tedricos e abordagem metodolégica do estudo

Faz-se necesséria, para compreensao da investigacao cujo recorte € apresentado
nesse artigo, a discussédo de alguns conceitos que sao utilizados e que impactaram na
producéo dos resultados da pesquisa. Um desses conceitos € o de modelo didatico, o qual
nos consideramos a primeira no¢ao de base da TAD, fundante para este trabalho.

Assim, compreendemos um modelo didatico como uma tentativa de representar os
fazeres pedagogicos dos professores (PORLAN et al, 1997; GARCIA PEREZ, 2000). Além
disso, a ideia de modelo didatico também esta presente quando nos referimos as tomadas
de decisGes dos professores, que nem sempre Sa0 conscientes, mas que, certamente,
integram o fazer pedagdgico destes, carregados de crencas, valores e conhecimentos
didaticos (GIL-PEREZ; CARVALHO, 1995).

Na Epistemologia experimental, mais conhecida como Didatica da Matemaética,
fazemos uso do termo modelo didatico, mas sem uma definicdo explicita do que este termo
significa. No entanto, encontramos esbocos de uma definicAo em Lucas et al. (2014).
Assim, na investigacdo em tela, entendemos um modelo didatico como um esquema
mediador entre 0 pensamento e a realidade social na qual o professor esta inserido,
estrutura na qual se organiza os conhecimentos docentes em torno da missao de difundir

0s saberes escolares, embasados na epistemologia geral da ciéncia a ser ensinada.
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Vale ressaltar que um modelo didatico as vezes assume um status de modelo
dominante e termina sendo aquele adotado por muitos docentes, independentemente da
sua realidade social. De qualquer forma, segundo Chrobak (2006), um modelo didatico tem
carater provisional e ndo representa propriamente a realidade social do professor na tarefa
de difundir os saberes escolares, mas uma aproximag¢ao com uma determinada realidade.

Do mesmo modo, a no¢do de modelo didatico, de forma simples, nos permite abordar
a complexidade da realidade escolar, ao passo que nos auxilia na proposi¢cao de estratégias
para intervir em tal realidade (GARCIA PEREZ, 2000). E possivel, na literatura,
encontrarmos referéncia ao modelo didatico do professor no sentido de concepcdes
epistemoldgicas do professor, como em Porlan et al. (1997).

No entanto, neste artigo, vamos nos ater a ideia mais ampla de modelo didatico
(modelo dominante) que revela praxeologias didaticas e matematicas, ndo somente de um
professor, mas aquilo que foi culturalmente construido e € usado nos fazeres escolares. De
maneira mais especifica, nos referimos a modelo didatico-praxeoldgico para chamar
atencao de que, em uma aula de matematica, o didatico ndo se dissocia do matematico
(praxeologia matematica) e € sobre tal modelo que manteremos o foco.

A segunda nocao fundante, para compreensao da proposta aqui apresentada, é a
de praxeologia. Chevallard (1999), autor da Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD),
apresenta a referida nocdo como uma maneira de modelar a atividade matematica de uma
pessoa em um determinada instituicdo. Trata-se do estudo de ac6es humanas em
instituicbes, mas especificamente da atividade de pessoas diante da matematica modelada
em dois blocos: saber-fazer e o saber. Esses blocos deveriam, na teoria, ser indissociaveis.
Entretanto, na pratica, isso nao é tdo comum.

Na atividade matematica, uma atividade humana como outra qualquer, uma pessoa
€ colocada frente a uma tarefa para qual apresentara técnica(s); isso constitui o bloco
saber-fazer. Na apresentacao de técnica(s), espera-se que a pessoa tente acessar um
bloco mais abstrato, o do logos ou tecnoldgico-tedrico que, na pratica, se constitui como
discurso racional que justifica a(s) técnica(s). Essas nocdes se justificam na discusséo
realizada na préxima secédo, na medida em que, aponta-se o0 objeto matematico vetor como
ingrediente da técnica, mas também como discurso que justifique esta.

A terceira nocdo fundamental, empregada na discussdo sobre modelos didaticos, é

a de relacao institucional e pessoal. Um saber, vetores, por exemplo, € um objeto do saber
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de uma instituicdo a principio, se for reconhecido por ao menos uma pessoa desta.
Podemos falar de algumas relac¢des institucionais que envolvem pessoa, saber e a propria
instituicdo, mas focaremos na relacado pessoal que pode ser alcancada por meio de uma
possivel implementacdo do modelo didatico aqui proposto.

A ideia do modelo, apresentado a seguir, considera que a relagcdo pessoal dos
estudantes no ensino basico e superior com os saberes da Geometria Analitica (GA)
precisa ser um ponto crucial da discussao sobre o processo de transi¢cao entre os niveis de
ensino. Uma vez identificadas algumas fragilidades dessa relacdo, as tarefas que
componham o modelo didatico, também praxeoldgico, podem ser direcionadas; é o que se
pretende com a andlise feita em torno da ideia de ensino de vetores no Ensino Médio e do
tipo de tarefa proposta e analisada neste artigo.

Destarte, a hipotese da parte da investigacdo que compde esse recorte sugere que
0 modelo didatico-praxeolégico alternativo, apresentado para o ensino de objetos da GA,
tem condi¢cOes de promover alteracdes significativas nas relacdes pessoais de estudantes
no Ensino Médio e mitiga as dificuldades na transi¢do para o Ensino Superior, promovendo
maior aproximacao com conceitos a partir da iniciativa de resolver e propor problemas,
conjecturar e questionar a natureza do conhecimento estudado; isto porque o modelo em
jogo talvez possa estimular tais habilidades pelo tipo de tarefa proposta.

No que tange os aspectos metodoldgicos deste estudo, pautado em Garnica (2004),
destacam-se a abordagem que é de natureza qualitativa; e, como instrumento, a proposicao
de modelo didatico-praxeoldgico, cuja analise aproxima-se da praxeolégica a priori. O
modelo é constituido basicamente de tarefas cujas técnicas de resolucao estdo embasadas
numa visdo vetorial. Tais tarefas foram elaboradas levando-se em consideracdo as
possiveis conexdes que podem se estabelecer no Ensino Médio.

Quanto a aproximacgdo com a analise praxeoldgica, proposta por Matheron (2000),
destacam-se as tarefas, as técnicas e, na sequéncia, o discurso racional que justifica as
mesmas, apontando-se as razfes para sua integracdo ao Ensino Basico e as possiveis
consequéncias didaticas.

A Figura 1, a seguir, representa 0s passos da investigacdo de modo geral, ou seja,
um desenho da investigacdo que comeca no levantamento de questbes docentes,
normalmente pautadas na observacéo direta de alguns fatos da sala de aula, e, no caso da

analise inspirada na modelo praxeolégico, consiste em estudar praxeologias matematicas

Revista ENSIN@ UFMS, Trés Lagoas/MS, v. 2, nimero especial, p. 164-185, Dezembro 2021. 168
Edicao Tematica - Profmat: Contribuicdes para o Ensino de Matematica



ENSIN@ UFMS 2021
ISSN 2525-7056

gue podem ser construidas a partir da experimentacao de tarefas do MPD proposto; em
outras palavras, uma analise do tipo a priori. O termo é emprestado de uma etapa da
Engenharia Didatica, embasada em Artigue (1988), mas néo foi adotada tal abordagem

metodoldgica.

Figura 1. Desenho da pesquisa

Abordagem qualitativa - Desenho da pesquisa

Questdes docentes:
Porque os alunos tém dificuldade
No estudo de objetos da GA no Ensino Superior?,

| :

Revisao de literatura Analise institucional de livro didatico dos
Observagdo da prépria ——* ensino médio e superior
pratica docente

e |

[ Andlise praxeoldgica: tarefas dos Iivros}
d

idaticos (lacunas na tradigdo inter-niveis),

Andlise
praxeoldgica das
tarefas propostas

Proposigao de modelo didatico- no MDP:
praxeolégico - MDP Vetores como
elemento de
economia cognitiva

Identificagéo da

problemaética didatica

Fonte: Os autores.

Cabe ressaltar que a reviséo de literatura (ndo sistematica) contribuiu para melhor
delinear o objeto de investigacao e configurou a identificacdo da problematica didatica. De
acordo com Henrigues, Attie e Farias (2007), contribuiu, ainda, para a compreensao do
instrumento a andlise institucional, utilizada de diferentes maneiras nas pesquisas no
ambito da Didatica da Matemética. As tarefas dos livros passaram por um processo de
analise (inspirado na anadlise praxeolégica) e isso foi fundamental para a
elaboracdo/adaptacdo de tarefas que compdem o MDP que estd embasado na visao

vetorial, significando uma mudanca no Ensino Médio do plano (R?) para o plano e espacial
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(R?e R?®), o que se acredita ser uma importante ferramenta de agilidade de raciocinio da
resolucdo das tarefas, definida por Grendene e Melo (2008) como economia cognitiva, 0

gue pode ser visto na secéo seguinte.

Apresentacdo do MDP e analise de suas tarefas

No centro do MDP, est& a no¢do de vetores. Dessa maneira, primeiro apresentamos
uma explanacdo béasica do ponto de vista matemético sobre a parte de vetores que
julgamos apropriados ao Ensino Médio e como esta nocéo poderia se relacionar com 0s
demais conceitos, ja tradicionalmente abordados no ensino bésico. Também discutimos as
vantagens e desvantagens do uso de vetores na resolucdo de algumas situacdes (tarefas),
mostrando ser viavel a abordagem desse saber nessa instituicdo (EM), o que pode facilitar
a atividade matematica do estudante num curso de GA no Ensino Superior, quando estiver
trabalhando no plano (R?) e no espaco (R3).

Parafraseando Steinbruch (1987), entende-se vetor (no plano) como sendo uma
classe de segmentos de reta orientados de modo que dentro da mesma classe todos os
segmentos possuem 0 mesmo comprimento, mesma direcdo e mesmo sentido. O
comprimento é o tamanho do segmento, usualmente chamado de moédulo do vetor; a
direcdo é dada pela inclinacdo do segmento com relacdo a horizontal, e o sentido esta
relacionado a orientacdo do segmento. Dentro de uma mesma classe, qualquer segmento
orientado representa um unico vetor. Geometricamente, um vetor é representado por um
segmento de reta com uma seta em uma das extremidades desenhadas no plano
cartesiano. Esta seta indica o sentido do vetor. Na Figura 2, a seguir, ilustramos alguns

vetores e, em seguida, tercemos alguns comentarios importantes.
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Figura 2. Vetores no Plano

w1 2 u3

-5 -4 -3 -2 =1 0 1 2 3 4 5 6 7

Fonte: Os autores com uso do Geogebra.

Observe que os vetores U, U1, u2 e u3 possuem o mesmo tamanho (mesmo
modulo), a mesma inclinacdo com relacdo ao eixo x (mesma dire¢do), mas o vetor U3
possui sentido diferente dos demais. Neste caso, afirmamos que os vetores U, U1l e u2
s&o iguais. Ja o vetor U3 possui sentido oposto aos demais vetores. Nessa mesma ideia,
os vetores U e V1 s&o iguais bem como w e W1. Geometricamente, o vetor ndo possui

posicdo fixa no plano cartesiano. Porém, algumas vezes, os vetores podem ser

determinados por pontos, um ponto de partida e um ponto de chegada. O vetor U1 poderia

ser denotado por RP, no qual deixaria claro o ponto de inicio e o ponto final do vetor.

Reforcamos, porém, que u = ul = u2 = RP = AB.
Algebricamente, um vetor U no plano € descrito por suas coordenadas, da seguinte
forma, por u = (a, b). O valor de a é diferenca da coordenada x entre as extremidades

final e inicial do vetor e b é a diferenca das coordenadas y entre extremidade final e inicial

do vetor. Seu = AB,entdou = (a,b) = (xg — X4,Yp — V4)- Na Figura 2, temos u =
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(2,2), v=1(2,0), w=(0,2) e u3 = (—2,—2). Um caso particular de vetor ocorre
quando as extremidades do vetor coincidem; neste caso, o vetor é representado por um
ponto e suas coordenadas séo iguais a (0,0). Este vetor é chamado de vetor nulo.

Uma vez entendido o conceito de vetor, apresentaremos a definicdo de trés
operacdes envolvendo vetores e citaremos alguns resultados basicos que utilizaremos nos

exemplos apresentados a seguir.
Sejamu = (a,b) ev = (c, d) dois vetores e k um nimero real (chamado escalar),

definimos:

a) Adigdo de vetores:u +v = (a+ ¢, b + d);

b) Multiplicagdo por escalar: ku = (ka, kb);

c) Produto Interno ou Produto escalar: u - v = ac + bd.
Da teoria vetorial citamos duas propriedades basicas: sejamu = (a, b) e v = (¢, d) dois
vetores nao nulos.

i. Os vetores U e V sao paralelos (possuem a mesma direcdo) se, e somente se, um
deles é mdltiplo do outro, ou seja, existe k € R,k + 0 tal que u = kv.
ii. Os vetores U e V sdo perpendiculares (formam um angulo de 90 graus quando

desenhados com mesma extremidade inicial) se, e somente se, u - v = 0.
Também é possivel deduzir a equacgao geral e reduzida da reta com uso de vetores.
Sejam r uma reta, v = (a, b) um vetor ndo nulo e paralelo a reta e P(xg, y,) um ponto

qualquer de r.

Figura 3. Posicbes entre vetores

P(x0,y0)

Pd

K

Fonte: Os autores com uso do Geogebra.
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Seja Q(x, y) um ponto arbitrario de 7. Temos que os vetores U e PQ s&o paralelos,

neste caso, existe t real tal que PQ = tv. Isso nos diz que vale (x — x,,Y — Yo) =

(ta,tb), ou seja, x —xy = at e y — Yy, = bt. Podemos isolar t nas duas equagdes e

. . ~ . X—X y=y .
igualar, desde que a e b sejam ndo nulos. Teremos assim, TO = TO, e assim,

b(x — x,) = a(y — y,) e donde obtemos bx — ay + ay, — bx, = 0. Fazendo A = b,
B =—-ae(C =ayy—bxytemos Ax + By + C = 0 que é a equacéo geral da reta 1.

Isolando y nessa equacdo temosy = mx + n, que € a equacao reduzida da reta, em que
b

m=——=- = — -

B a A

Sobre estas equacdes da reta fazemos dois comentarios:

(i) o vetor w = (4, B) é perpendicular a reta, poisw v = (4,B) - (a,b) = (=b,a) - (a,b) =
—ab + ab = 0;

(if) o vetor u = (1,m) é paralelo a reta, pois v = (a,b) = a(1,b/a) = a(1,m) = ku, com
k = a. Veja que do comentario (i) concluimos que dado um vetor v = (a, b), 0 vetor v =
(—b,a) € perpendicular a v.

A partir da igualdade (x — xo, Y — Vo) = (ta, tb), é possivel definir as equagdes
paramétricas da reta, o que ampliaria o leque de tarefas e aplicacbes. Porém, neste artigo,
nao abordaremos este topico.

Com a integracdo de vetor no plano na Matematica do Ensino Médio, ja seria
possivel responder varias tarefas de Geometria Analitica tanto com o uso de vetores quanto
sem, ampliando, assim, o leque de opcdes de resolucéo das situacdes para os estudantes.
Vejamos alguns exemplos de tarefas com comentarios das consequéncias didaticas de sua
experimentacao apos a resolucao.

Tarefa 1: verificar se os pontos A = (2,1), B = (14,10) e C = (18,13), dispostos na

figura 4, sdo colineares.

Revista ENSIN@ UFMS, Trés Lagoas/MS, v. 2, nimero especial, p. 164-185, Dezembro 2021. 173
Edicao Tematica - Profmat: Contribuicdes para o Ensino de Matematica



ENSIN@ UFMS 2021
ISSN 2525-7056

Figura 4. Trés pontos colineares T1

- - -2 0 2 4 8 8 10 12 14 16 18 20 22 24

2

Fonte: Os autores com uso do Geogebra.

Solucdo. Sabemos que trés pontos sdo colineares quando estes dois a dois
determinam uma mesma reta.

Resolucéo 1 - técnica 1 (sem vetores): neste caso, se pontos forem colineares, dois
a dois definem um segmento contido na reta; por exemplo, os segmentos AB e BC estao

contidos na reta e sua inclinacéo deve ser a mesma da reta, isto €, o coeficiente angular de

AB e de BC deve ser o mesmo. Se isso ocorrer, 0s trés pontos sao colineares. Coeficiente

angular do segmento AB, que denotaremos por mypg
Yp—Y, 10—-1 9 3

MAB= y —x, 14—-2 12 4

Coeficiente angular do segmento BC, que denotaremos por mp
_Yc—Yp 13-10 3
MBC= Y —xp 18—14 4

Como ha igualdade entre os coeficientes, concluimos que os trés pontos sdo

colineares.

Nessa resolucdo, esta implicita a ideia de que a reta determinada por A e B e a reta
determinada por B e C possuem a mesma inclinacdo, ou seja, séo paralelas. Como elas

possuem o ponto B em comum, elas devem ser iguais e, assim, conclui-se que 4, B e C

definem uma mesma reta e, portanto, sdo pontos colineares. A Figura 5, a seguir, ilustra

essa resolucéo.
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Figura 5. Resolucéo geométrica tarefa 1

-6 —4 -2 ) 2 4 8 8 10 12 14 18 18 20 22 24

=2

Fonte: Os autores com uso do Geogebra.

Resolucéo 2 - técnica 2 (sem vetores): uma alternativa na resolucéao desta questéao,
gue é trabalhada no Ensino Médio, é verificar se o determinante abaixo € igual a zero. Se

for, os pontos sdo colineares, se nao for, os pontos ndo o sao.

X4 Ya 1 2 1 1
det|xg yg 1|=det{14 10 1]=0.
Xxc Y 1 18 13 1

Isso nos diz que os pontos séo colineares. Essa resolucdo néo deixa claro para o
estudante os motivos que, de fato, justificam que se o determinante é igual a zero, isso
implica que os pontos séo colineares. O que a torna uma resolu¢cdo amparada no processo
de memorizacao de formula.

Resolucao 3 - técnica 3 (com uso de vetores): primeiro, € preciso dizer que tal técnica pode
ser considerada ndo padrdo para o ensino basico, haja vista o fato de vetor ndo ser um

objeto com lugar e funcéo definidos nesse nivel de ensino. Ademais, da Figura 6, que ilustra

a representacao geométrica dos pontos, podemos considerar os vetores AB e AC. Se esses

vetores forem paralelos, as retas definidas por A e B e por A e C seriam paralelas com o

ponto A em comum; logo, seria a mesma reta e dai A, B e C seriam pontos colineares.

N N

Temos AB = (12,9) e AC = (16,12). Estes vetores serdo paralelos se existir k real ndo
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nulo tal que AC = kAB, ou seja, (16,12) = k(12,9),istonos da, (16,12) = (12k, 9k),

de onde obtemos 12k = 16 e 9k = 12. Obtemos que k =4/3 satisfaz as duas

igualdades. Portanto, AB e AC s&o vetores paralelos, implicando, assim, que A, B e C s&o

colineares.

Figura 6. llustracédo de solucéo da tarefa 1

R 2 o 2 4 [ u 10 12 13 18 18 EY P2 2 8 < =2 a0 z 2 B a n 1z n 8 B 20 2 2

=2

Fonte: Os autores com uso do Geogebra.

Nessa tarefa, consideramos que a resolugcdo 1 e a resolucdo 3 sdo as duas
resolucdes que trazem um significado geométrico para as praxeologias do estudante,
fazendo com que seja mais compreensivel e até mesmo reforce conhecimentos prévios ja
estudados, como, por exemplo, o conceito de paralelismo. Em termos de grau de
dificuldade, apontamos que ambas as resolucbes se equivalem, visto que em uma €
necessario conhecer a formula do coeficiente angular e a outra necessitaria lembrar-se do
resultado i, citado anteriormente. Claramente, a inclusdo dos vetores néo dificultaria a

resolucdo da questdo. Como observacdo complementar, comentamos que na resolucéo 3

poderiam ter sido utilizados os vetores AB e B(C, de modo a se ter uma compatibilidade

maior com a resolucdo 1; porém usamos os vetores AB e AC para ilustrar que nas

resolucbes 1 e 3 qualquer combinacao entre os segmentos AB, BC e AC para o célculo

dos coeficientes angulares e qualquer combinacdo entre os vetores AB, AC e BC,

respectivamente, seria valida, dando, assim, maior liberdade de escolha ao estudante.
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Tarefa 2: verificar se os pontos P(3,1), Q(5,3) e R(2,6) sdo vértices de um triangulo
retangulo.

Solugdo. Ap6s a marcacdo dos pontos no plano cartesiano, obteriamos a Figura 7,
apresentada a seguir, pela qual deduziriamos que se o tridngulo € do tipo retangulo, o

angulo reto deve ser o angulo com vértice em Q.

Figura 7. llustracédo da solucéo da tarefa 2

Fonte: Os autores com uso do Geogebra.

Resolucéo 1 - técnica 1 (sem vetores). Para verificar se o angulo interno do vértice
(Q mede 90°, verificaremos se os coeficientes dos segmentos QP e QR, respectivamente
denotadas por mgp € Mmgp, satisfazem mgp-mop = —1. Se isso for satisfeito, os

segmentos sdo perpendiculares. Temos que:

_ Yo Yp _ 3-1 _ Yo Yr _3-6_ -3 _
mQP _ .')CQ—.')CP - 5-3 - 1 € mQR - XQ—XR - -2 - 3 - 1
Claramente vale mgp - mop = —1le assim o triangulo é retangulo em Q.

Resolucao 2 - técnica 2 (com uso de vetores). Para verificar se o triangulo é triangulo

retangulo em @, verificaremos se os vetores QP e QR sdo perpendiculares, ou seja, se

QP-QR =0. Temos que QP = (—2,—-2)e QR=(-3,3),e QP-QR=-2-(—3) +
(—2) - (3) = 0. Portanto, temos um triangulo retangulo em Q.

Nessa tarefa, ambas as resolucdes sdo econébmicas do ponto de vista cognitivo, ou
seja, ndo apresentariam grandes dificuldades para seu uso, exceto o fato de uma dada

técnica nado ter funcéo na instituicdo Ensino Médio.
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Tarefa 3: determinar a equagéo da reta r que contém os pontos P(2,3) e Q(1,5).

A Figura 8, a seguir, ilustra a referida tarefa.

Figura 8. llustracéo da tarefa 3

7
65
5
4

Fonte: Os autores com uso do Geogebra.

Resolucéo 1 - técnica 1 (sem vetores). Para este problema, existe a famosa formula

y—Yo = % (x — xp) para a equagdo da reta 7. Neste caso, basta escolher qual ponto
140

entre P e Q teria coordenadas (xo,yo) e qual teria (xl,yl). Apos a escolha, basta

substituir na formula e obteremos a equagéo da reta. Se escolhermos (xo,y,) = P(2,3)
teremos (x1,y,) = @(1,5). Assim,y — 3 = E(x —2)oquenosdary —3 =—2x +

4,logo 2x +y —7 = 0 é aequagdo gerale y = —2x + 7 é a equacao reduzida.

Resolucdo 2 - técnica 2 (com uso de vetores). Pelo fato da reta conter os pontos P

e (, temos que ela é paralela ao vetor PQ = (1 — 2,5 — 3) = (—1,2) e é perpendicular
ao vetor w = (4, B) = (—2,—1). Substituindo na equagdo Ax + By + C = 0, temos
—2x —y + C = 0. Para determinar o valor de C, basta substituir as coordenadas do ponto
P ou do ponto (0, pois ambos estdo na reta e, obrigatoriamente, suas coordenadas devem
satisfazer a equag&o da reta. Escolhendo P, temos —2(2) — (3) + C = 0, logo, C = 7.
Assim, —2x —y + 7 = 0 ou 2x + y — 7 = 0 sé&o as equagdes gerais da reta. Isolando

y, temos que y = —2x + 7 é a equacdao reduzida.
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Tarefa 4: considere os P(2,3) e Q(1,5). Determine a equagdo da reta S que

intercepta a origem do plano cartesiano e é perpendicular a reta que contém P e Q.

Solucédo. Considerar a Figura 9, a seguir, que ilustra a tarefa.

Figura 9. ilustracdo para solucéo da tarefa 4

Fonte: Os autores com uso do Geogebra.

Resolucédo 1 - técnica 1 (sem vetores). Nessa tarefa, seria necessario determinar o

coeficiente angular m, da reta  que contém os pontos P e ) por meio da férmula m, =

%. Fazendo as escolhas como na situacdo anterior, teriamos m, = —2. Como S e r
1740
sdo perpendiculares, vale a relagdo m,- - ms = —1, em que m; é o coeficiente angular da

reta S. Devemos ter mg; = 1/2. Conhecendo o coeficiente angular de S e um ponto que
pertence a ela, no caso a origem 0(0,0), basta substituir estes dados na formula y — y, =
my(x — x,) para obtermos a equacdo da reta procurada. Nesse caso, temos y — 0 =
%(x —0),oquenosday =x/2o0ux —2y =0.

Resolucao 2 - técnica 2 (com uso de vetores). Como a reta S € perpendicular a reta

que contém P e (Q, ela é perpendicular ao vetor PQ = (1—2,5—-3)=(-1,2). A
equagéo geral dareta é Ax + By + C = 0, em que (4, B) s&o coordenadas de um vetor
perpendicular a reta. Podemos considerar, neste caso, A = —1 e B = 2. Isso nos daria

—x + 2y + C = 0. Considerando que 0(0,0) pertence a reta, temos —0 + 2(0) + C =
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0,0 que nosda C = 0. Assim, —x + 2y = ( seria a equagdo geraldaretasey = x/2
seria a equacao reduzida.

Ademais, como consequéncias didaticas da experimentacdo das duas Ultimas
tarefas, pode-se dizer que a resolugdo com vetores parece ser menos econémica do ponto
de vista cognitivo, porém ao compreender essa resolucéo, o estudante se apropriaria ainda
mais da nogao de paralelismo e perpendicularismo entre vetor e reta, bem como do
resultado fundamental da geometria analitica, que é “um ponto pertence a um objeto
geomeétrico quando suas coordenadas satisfazem a equacédo deste objeto”. Este resultado
fundamental é a base da construcdo dos objetos geométricos via equacdo e € muito
utilizado na GA, apesar de ser explicitamente pouco difundido. Além disso, na resolucéo
com vetores, 0 estudante basicamente trabalharia com vetores e as expressdes das retas,
necessitando compreender apenas os significados de alguns coeficientes, enquanto que,
na resolugdo sem vetores, seria necessario o uso de formulas adicionais, mesmo que
simples.

No entanto, o trabalho com vetores no ensino de Matematica na Educacdo Basica
nao tem um amparo explicito na Base Nacional Comum Curricular (BRASIL, 2018), o que
€ um fator de restricdo do uso do modelo de forma ampla no Ensino Médio. Por outro lado,
essa restricdo nao impede que o modelo seja colocado em pratica naguele nivel de ensino,
sendo necessario, para tanto, o conhecimento por parte dos docentes do referido modelo,
0 que pode ser feito pelas vias da formacgéo docente inicial e continuada.

Ademais, acreditamos que as quatro tarefas apresentadas nesta discussdo mostram
gue o uso de vetores ndo impacta numa elevacdo do nivel de dificuldade nas resolu¢cdes
das tarefas, ao invés disso, proporcionaria um ganho na transicdo entre GA do Ensino
Médio e do Ensino Superior, visto que todas elas possibilitam ao estudante conhecer o
objeto do conhecimento vetor e sua relacdo com retas e com o0s conceitos de paralelismo
e perpendicularismo. Ressaltamos, ainda, que no componente curricular Geometria
Analitica no Ensino Superior, ocorre um aprofundamento da teoria vetorial bem como o seu
uso no espaco R3 e, uma vez ocorrido o estudo de vetores no Ensino Médio, tanto esse
aprofundamento quanto sua versdo no espaco poderia implicar em praxeologias mais
consistentes e, por consequéncia, estudantes verdadeiramente em atividade matematica.

Apbs a explicitacdo do tipo de tarefa que o pretenso modelo didatico-praxeolégico

comporta, apresentamos na Figura 10, a seguir, o desenho do seu percurso. Observe-se
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que nele o objeto vetor é destacado como ideia matematica articuladora de dois niveis de
ensino. Assim, o elemento de transi¢do, proposto no referido MDP, é a inclusao de vetor no
Ensino Médio, o que torna o MDP um modelo alternativo a determinados modelos pautados,

exclusivamente, nas orientacdes da BNCC.

Figura 10. Esquema representativo do MDP

MDP - GA

Ensino Médio - EM Ensino Superior - ES
' ™\ Y ~
Praxeologias reconstruidas | Transi¢do

I
Plano ___ ., Espaco Plano e espago
J— Praxeologias consistentes

Introdugdo
De
Vetores

\ L 1 | \
AN S/ ANy _/

Tarefas com técnicas e
Discurso que as justifica
pautadas em vetores

Na licenciatura em Matemadtica
implicagdes futuras no EM

Fonte: Os autores.

Além do que foi explanado sobre a Figura 10, no Ensino Médio, na ideia de integrar
vetores aos objetos do conhecimento que devem ser estudados, tem-se forte a nocdo de
reconstrucao de praxeologias matematicas, que passam de exclusivamente construidas no
plano para plano e espaco. Enquanto isso, inferimos que no Ensino Superior, na formacao
docente, por exemplo, as praxeologias matematicas tornam-se mais consistentes e as
implicacbes disso poderdo ser notadas no Ensino Médio, a partir da atuacdo dos
professores que tiveram uma vivéncia pautada no MDP na sua formacdo. Os elementos
fundamentais desse modelo, que atuardo na transicdo entre niveis, sdo as tarefas,
abordando a nocéo de vetores, tanto no que se refere as técnicas quanto em relacédo ao

discurso que justifique tais técnicas.

Consideracdes finais
Primeiramente, faz-se necessario destacar o carater provisional do MDP

apresentado brevemente. Ele expressa a crenca dos pesquisadores e ndo possui alicerce,
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do ponto de vista institucional, nos documentos de orientag&o curricular, a0 menos nao de
forma explicita. Entretanto, isso ndo impede que ele seja experimentado como uma criacao
do professor no seu fazer didatico.

Quanto os resultados da investigacdo, destacamos as principais consequéncias
didaticas do uso do MDP, a saber: economia nas resolucdes das tarefas, que chamamos
de economia cognitiva, e aproximacao das praxeologias mateméticas de duas instituicdes
complementares, a GA no Ensino Médio e a GA no Ensino Superior, 0 que € feito a partir
do uso de vetores como noc¢do articuladora. Em outras palavras, o uso de vetores € o
elemento que possibilitaria uma transicdo harmoniosa, em tese, entre os dois niveis de
escolaridade, e esse uso ndo apresenta, na pratica, grandes complicacées desde que
sejam introduzido no ensino aspectos conceituais.

No que tange as restricdes da investigacdo em que apresentamos alguns aspectos,
elencamos: do ponto de vista pratico, a auséncia de referéncia explicitada na Base Nacional
Comum Curricular (BRASIL, 2018) pode impedir que este modelo seja implementado em
alguns contextos; da pesquisa propriamente dita, o fato de n&o ocorrer a experimentacéo
do MDP proposto e apresentado aqui, nos impede de argumentar sobre seu alcance e
mesmo sobre sua real viabilidade nas instituicbes de Ensino Médio.

E, para finalizar, sem esgotar a discussao, existem nuances do MDP que precisam
ser estudadas, tais como, a possibilidade ou ndo de cobrir um curriculo ou parte dele com
tal modelo, a sua aplicabilidade com outras no¢cbes matematicas como estruturantes e as
possiveis criacdes didaticas que os docentes podem integrar ao MDP em suas praticas. De
gualquer modo, tais aspectos apontam para a continuidade da investigacdo, como um
mapeamento do alcance do modelo, tendo como nocéao articuladora vetores, mas com base

nos dados empiricos.
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