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RESUMO

No contexto de mudangas no Ensino Médio, devido a aprovagéo da Lei n® 13.415/2017, que propde a
Reforma do Ensino Médio e a aprovagéo da Base Nacional Comum Curricular - BNCC/2018, que tém
como principios, o desenvolvimento de competéncias, investigagdes sobre a organizagao do ensino
da matemédtica, que se apoiem em outros pressupostos, fazem-se necessarias. Neste artigo,
apresenta-se um recorte de pesquisa, cujo objetivo foi analisar as contribuicbes do sistema
zankoviano para organizagdo do ensino dos logaritmos, visando a apropriacdo desse conceito. A
partir de estudos bibliograficos, sao tratados os principios do sistema didatico de L. V. Zankov, alguns
elementos do movimento légico-histérico do conceito de logaritmos e, com base em pesquisa de
campo, discute-se o diagnéstico da apreenséo do conceito de logaritmo, realizado com seis alunos do
2° ano do Ensino Médio de uma escola da rede privada de ensino de Uberaba-MG. Foi possivel
constatar, neste diagnostico, evidéncias de um conhecimento empirico do conceito, baseado em
elementos externos, que indicam a necessidade de outras aproximag¢des para novas sinteses,
visando a constru¢cao do conhecimento teorico.

PALAVRAS-CHAVE: Ensino de Logaritmo. Teoria Histérico-Cultural. Zankov. Ensino de
Matematica.

ABSTRACT

Within the context of the modification of high school, due to the approval of the Law n° 13.415/2017,
which proposes the Reform of High School and the approval of the Common National Curriculum
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Base - BNCC/2018; which holds as principles the development of capabilities and the development of
enquiries concerning the organization of the teaching of mathematics supported by other
presuppositions, which is indeed necessary. In this article, it is presented a research fragment which
had as an objective the analysis of the contributions of the zankovian system for the organization of
the teaching of logarithms. From bibliographical research, the principles of the didactic system of L.V.
Zankov are addressed. We address some elements of the logico-historical movement of the concept
of logarithms and, basing ourselves in field research, we discuss the diagnosis of the apprehension of
the concept of logarithm by six students of the 2nd year of high school in a private school in Uberaba-
MG. From the diagnosis it was possible to indicate evidence of empirical knowledge of the concept
based on external elements, which indicate the necessity of new approximations for new synthesis,
aiming at the construction of theoretical knowledge.

KEYWORDS: Logarithm Teaching. Historical-Cultural Theory. Zankov. Teaching of Mathematics.

Introducgao

No contexto atual de mudangas no ensino médio brasileiro, com énfase no
desenvolvimento de competéncias (saber-fazer), e de consequente desvalorizagao
do ensino com foco na formagéo de conceitos, fazem-se necessarias investigagdes
e discussbes a respeito da organizagdo “adequada” do ensino-aprendizagem da
matematica, fundamentada teoricamente em pressupostos epistemologicos e
didaticos claros, consistentes e coerentes, que vao além do carater utilitarista, que
vem marcando os dispositivos legais e os discursos nesta segunda década do
século XXI. Uma das perspectivas é a da Teoria Historico-Cultural e de teorias a ela
relacionadas, que propdem a humanizagao do aluno, a partir do desenvolvimento
das capacidades psiquicas superiores.

Assumimos que o saber produzido historicamente pelo homem no processo
de transformacdo da vida e de suas caracteristicas, prové os meios necessarios
para que o aprendiz se situe no mundo e estabeleca com ele um elo que o
humanizara, fazendo com que seja um elemento transformador de sua vida e da
comunidade onde esta inserido. Sendo assim, o curriculo escolar precisa prever a
presenca desses conhecimentos e, ndo, omiti-los, por ndo serem considerados
conteudos de aplicagao imediata. Os conteudos escolares podem ser apresentados
aos estudantes de forma que provoquem sentimentos positivos e estimulantes,
capazes de gerar necessidades nos estudantes, condi¢do para que esse entre em
atividade, ou seja, para que exergcam seu protagonismo no processo de ensino-
aprendizagem.

Vigotski (1998), um dos precursores da Teoria Histérico Cultural, afirma que a
aprendizagem n&o implica necessariamente em desenvolvimento, mas a sua
organizacgao de forma adequada € requisito necessario para que iSso ocorra.

Essa necessidade relacionada ao ensino-aprendizagem de matematica no

Ensino Médio, motivou uma pesquisa que tomou como objeto a organizagéo do
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ensino-aprendizagem do conceito de logaritmos na perspectiva da Teoria Historico
Cultural, mais especificamente do sistema didatico de L. V. Zankov. Teve como
objetivo geral: analisar as contribuigdes do sistema zankoviano para organizagao do
ensino dos logaritmos, visando a apropriagdo desse conceito, na perspectiva do
ensino desenvolvimental.

Neste artigo, temos o objetivo de apresentar um recorte desta pesquisa.
Inicialmente, expomos os principios do sistema didatico de L. V. Zankov, em
seguida, elementos do movimento logico-histérico do conceito de logaritmo e, por
fim, discutimos o diagnostico, envolvendo o conceito de logaritmo realizado com seis
alunos do 2° ano do Ensino Médio de uma escola da rede privada de ensino de
Uberaba-MG, que ja haviam estudado o assunto “Logaritmo”.

O diagnéstico € etapa imprescindivel ao trabalho de organizagao cientifica
dos processos de ensino-aprendizagem na perspectiva vigotskiana e dos sistemas
didaticos que nela se fundamentaram. Vigotski (2010, p. 114), ao abordar a questao
da aprendizagem e do desenvolvimento na idade escolar, afirma que “o unico bom
ensino € o que se adianta ao desenvolvimento”. Esse pressuposto indica a
importancia de se conhecer o “nivel atual” de desenvolvimento do aluno para o
planejamento do ensino, pois um ensino orientado para aquilo que o aluno ja atingiu
nao produz novas aprendizagens e ndo promove o desenvolvimento.

Trata-se de um estudo bibliografico e de campo, envolvendo a apropriagao
dos principios do sistema didatico L. V. Zankov e a aplicacdao e discussao da

atividade de diagndstico sobre o conceito de logaritmo.

Aspectos da Teoria Histérico-Cultural e os principios do sistema didatico de L.
V. Zankov

Ao ingressar na escola, o sujeito € inserido em um universo no qual suas
capacidades, ainda em desenvolvimento, serdo estimuladas e aprimoradas. A
escola é o lugar onde a apropriagao da cultura é intencional e estruturada, buscando
levar o sujeito ao desenvolvimento de suas fungdes psicoldgicas superiores com
vista a tornar-se um membro criativo, capaz de participar e de produzir
concretamente uma vida mais humana, na qual todos tenham condi¢cdes de se
desenvolver.

Esse desenvolvimento das fungbes psiquicas superiores, que ocorre,
inicialmente, no plano interpsicolégico, e, depois no intrapsicologico tem na escola

um espago propicio, pois, nela, as relagdes sociais se intensificam. Vigotski (1993),
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em sua lei genética geral do desenvolvimento cultural, explica o desenvolvimento

nestes dois planos — o interpsicolégico e o intrapsicoldgico.

Qualquer fungao presente no desenvolvimento cultural da crianca
aparece duas vezes, ou em dois planos distintos. Primeiro, aparece
no plano social, e depois, entdo, no plano psicologico. Em principio,
aparece entre as pessoas e como uma categoria interpsicoldgica,
para depois aparecer na crianga, como uma categoria
intrapsicolégica. Isso é valido para atencdo voluntaria, memoria,
l6gica, formagao de conceitos e o desenvolvimento da vontade. [...] a
internalizagao transforma o préprio processo e muda sua estrutura e
funcdes. As relagdes sociais ou relagdes entre as pessoas estdo na
origem de todas as fungdes psiquicas superiores (VIGOTSKI, 1993,
p. 163).

Essa lei vigotskiana tem um carater seminal, pois formula os pressupostos do
desenvolvimento humano numa outra perspectiva, estabelecendo que a sua origem
se da no social, no interpsicologico, para depois ser internalizado, num movimento,
que modifica o individuo e também o objeto para si. Ela esteve na base de sistema
didaticos implantados longitudinalmente na ex-Unido Soviética, fundamentado nas
teorias vigostskianas e na perspectiva do Ensino Desenvolvimental na década de
1960.

Leonid Vladimirovich Zankov (1901-1977), um psicologo soviético
desenvolveu um desses sistemas didaticos, no inicio dos anos de 1960. No sistema
zankoviano, sao valorizadas as esferas da emogcdo e da vontade no
desenvolvimento do pensamento. Trata-se de um sistema didatico que, ndo apenas
integra pessoas e expressa os conceitos relacionados ao conteudo a ser estudado,
mas que pretende viabilizar o desenvolvimento integral do aluno. Sao principios do
sistema didatico zankoviano: o papel diretor dos conhecimentos tedricos; o ensino a
um alto grau de dificuldade; avango em grande ritmo; compreensao pelos escolares
do processo de estudo; planejamento cuidadoso das aulas para promover a
aprendizagem de cada aluno em particular (ZANKOV, 1984).

A formagdo de conceitos tedricos ou do pensamento tedrico € uma
preocupacgao de Vigotski e de seus seguidores, como Zankov, Davidov, Elkonin,
Repkin e Talizina, que estiveram envolvidos na experimentacdo de sistemas
didaticos na extinta Unido Soviética, no século passado. Eles enfatizam que o papel
do ensino é promover a formacdo do pensamento tedrico e ndo do pensamento
empirico.

Resende (2019, p. 307) faz um paralelo entre tipos de pensamento com base
em Davidov (1988), o que fundamentou teoricamente as analises do diagndstico

realizado nesta pesquisa.
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perspectiva de Davidov

PENSAMENTO EMPIRICO

PENSAMENTO TEORICO

PONTO DE Elaborado no  processo de | Surge no processo de analise do

PARTIDA comparagao entre os objetos e as | papel e da fungdo de certa relagédo
representacdes sobre ele, o que | peculiar dentro do sistema integral
permite separar as propriedades | que, ao mesmo tempo, serve de
iguais, comuns. base genérica inicial de todas as
A coisa isolada aparece como uma | suas manifestagoes.
realidade autbnoma. A coisa aparece como meio de
E derivado da atividade objetivo- | manifestagdo de outra coisa dentro
sensorial dos homens, que se |de um todo, evidenciando sua
traduz no conhecimento direto na | conexdo interna a partir da
realidade e ndo apenas da | transformagdo mental dos objetos.
realidade.

FINALIDADE O pensamento empirico cataloga, | O pensamento tedrico busca a
classifica os objetos e fendmenos. esséncia.

CONTEUDO Os movimentos visiveis e | Movimentos reais e interiores.

aparentes da coisa observada, ou
seja, as propriedades comuns dos
objetos.

O conhecimento empirico é o
movimento na esfera da
exterioridade, a assimilagdo do
aspecto da realidade descrito pela
categoria da existéncia.

Area dos fendmenos objetivamente
inter-relacionados. Refere-se a um
sistema de interacdo de fendbmenos
articulados, constituindo um todo
organizado.

(0] conteudo especifico do
pensamento tedrico expressa a
relacdo objetiva do universal e do
particular (o integral e o diferente),
isto €&, descobrem-se as inter-
relacbes de objetos isolados dentro
do todo.

Os conhecimentos tedricos, que
Os  conhecimentos  empiricos | surgem sobre a base da
apoiando-se nas observagdes, | transformacdo mental dos objetos,

refletem em representagcbes as
propriedades externas dos objetos.

A cognigdo empirica € o movimento
na esfera da aparéncia, que se
expressa pela categoria de ser, de
quantidade, de qualidade, de
atributo, de medida.

refletem suas relagdes e conexdes
internas, “saindo” assim dos limites
das representagoes.

A cognicdo tedrica tem como
conteudo o ser mediatizado, refletido
e essencial.

Fonte: Resende (2019, p. 307). Elaborado com base em DAVIDOV (1988, p. 154-155).

Fica claro que o pensamento empirico se baseia em aspectos externos,
aparentes do objeto, fica na esfera da aparéncia e tem a finalidade de catalogar, de
classificar, enquanto o pensamento tedrico visa as conexdes internas, surge a partir
da transformacgédo mental dos objetos, em busca da esséncia, dentro de um todo, de
um sistema integral.

Embora L. V. Zankov tenha se mostrado preocupado com a formacido de
conceitos cientificos, dando-lhes o papel de “reitor” no sistema didatico proposto, ele
destacou, também, a importancia de se considerar a esfera da emocao e da vontade

dos alunos, com o intuito de obter o desenvolvimento integral do aluno.
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Zankov (1984) associa esse principio aos outros, afirmando que o alto grau
de dificuldade supde chegar ao conhecimento da interdependéncia dos fenébmenos,
a sua relacao interna substancial, o que nos permite dizer a esséncia, ultrapassando
o nivel empirico do pensamento. Trabalhar com alto grau de dificuldade nao significa
exigir em demasia dos alunos, mas incentiva-los a sempre superar obstaculos e
impor a seu cérebro um trabalho “nao preguicoso”, fugindo assim da mera repeticao
e reproducéo, proprias do ensino tradicional.

No sistema zankoviano, os alunos s&o incentivados a verbalizar suas
observagdes sobre o tema estudado, enquanto o professor direciona a atencéo para
os padroes e conexdes evidenciados por eles, conduzindo-os a deducido e
explicacado da natureza das relacdes.

O modelo zankoviano tem como prerrogativa a apresentagao dos conteudos
que formam a teia de conhecimentos essenciais para a formacdo do conceito em
forma de espiral. Os conceitos tidos como simples sdo previamente introduzidos e
gradativamente revistos através de questdes invariavelmente mais abstratas, sendo
observadas dentro de um novo contexto. Essa caracteristica da aula concretiza o
principio do avango rapido no estudo do material do programa, assim como a
formacéao dos conceitos tedricos.

Para que esse processo acontega, € preciso que as aulas sejam
cuidadosamente planejadas, visando incorporar e relacionar o que foi aprendido com
0 que esta prestes a ser introduzido. Assim, cada atividade amplia a compreensao
sobre o conteudo anterior para um nivel superior de generalizagdo. Esse movimento
ascendente de construgao do conceito supde ter em mente os seus aspectos logicos

e historicos.
Aspectos logicos e histéricos do conceito dos logaritmos

Na organizagao do ensino numa perspectiva dialética, considerando as leis do
movimento do pensamento, torna-se fundamental, ao nos aproximarmos de um
objeto, conhecermos os aspectos historico-ldégicos desse objeto. Esses aspectos,
segundo Sousa (2018), estdo relacionados a conceitos que estdo na base da
dialética materialista do conhecimento, como o de totalidade, de movimento, de
fluéncia e de interdependéncia.

Para Kopnin (1978, p. 183),

Por histérico subtende-se o processo de mudanga do objeto, as
etapas de seu surgimento e desenvolvimento. O histérico atua como
objeto do pensamento, o reflexo do histérico como seu conteudo. O
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pensamento visa a reproducao do processo histérico real em toda a
sua objetividade, complexidade e contrariedade. O légico € o meio
através do qual o pensamento realiza essa tarefa, mas ¢é o reflexo do
histérico em forma tedrica, vale dizer, é a reproducao da esséncia do
objeto e da histéria do seu desenvolvimento no sistema de
abstracoes.

Assim, podemos falar no par histérico-légico, constituindo uma unidade, em
que o histérico € o objeto do pensamento e o légico, os modos de operar com ele,
na sua complexidade e contradicoes, na busca de sua esséncia. No processo de
formacéo de conceitos estdo presentes a inducéo e a dedugao — a analise, que parte
do concreto real ao abstrato, e a sintese, que parte do abstrato ao concreto
pensado, num movimento de ascensdo do abstrato ao concreto. “O conceito é a
confluéncia, a sintese das mais diversas ideias, o resultado de um longo processo
de conhecimento” (KOPNIN, 1978, p. 191).

“Logaritmo” é um conceito importante na matematica escolar, para modelar o
pensamento matematico e eventos da natureza. Essa importancia é ressaltada por

Lima et al. (2004, p. 191), quando afirmam que:

O uso generalizado das calculadoras, cada vez mais desenvolvidas,
fez com que essa utilidade inicial dos logaritmos perdesse o sentido.
Entretanto, a funcéo logaritmica continua extremamente importante
na Matematica e em suas aplicagcbes. Essa importancia é
permanente; jamais desaparecera porque, sendo a inversa da
exponencial (portanto equivalente a ela), a fungdo logaritmica esta
ligada a um grande niumero de fendmenos e situagcdes naturais, onde
se tem uma grandeza cuja taxa de variacdo é proporcional a
quantidade da mesma existente no instante dado. (Grifos nossos)

E um conceito que tem, também, uma importancia histérica e um
longo desenvolvimento. As necessidades que levaram ao seu
surgimento e uso, operar com numeros muito grandes ou com
numeros muito pequenos, ja ndo se justificam mais com o uso das
calculadoras, como o afirmam Lima et al. (2004), mas os fenémenos
que podem ser modelados pela fungcdo exponencial e pela fungao
logaritmica continuam a existir.

Situar historicamente os logaritmos nao € uma tarefa simples, pois se trata de
uma longa histdéria, com contribuicbes de muitos matematicos, envolvendo
conhecimentos que extrapolam o nivel do Ensino Médio e os objetivos da pesquisa
realizada. Esse é o caso do numero e, que, segundo Precioso e Pedroso (2013, p.
31), ao tratar da sua historia, afirmam que as suas origens sdo um pouco incertas,
mas sua presencga € inevitavel em varios ramos da ciéncia. Abordaremos, portanto,
alguns desses aspectos histéricos que embasaram a pesquisa.

Perto do inicio do século XVII, John Napier revelou sua criacdo dos

logaritmos, associando-os a necessidade de executar calculos numéricos de forma
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mais rapida e precisa, tendo em conta demandas sociais daquele tempo, em

especial, da Astronomia e da Navegacgao.

Muitos campos nos quais os calculos numéricos sao importantes,
como a astronomia, a navegacao, o comércio, a engenharia e a
guerra fizeram com que as demandas para que esses calculos se
tornassem cada vez mais rapidos e precisos crescessem sempre e
continuamente. Quatro notaveis invengbes vieram atender
sucessivamente essas demandas crescentes: a notagdo indo-
arabica, as fragbes decimais, os logaritmos e os modernos
computadores (HOWARD, 2004, p. 341).

O poder dos logaritmos como instrumento de calculo numérico repousa no
fato de que eles reduzem multiplicacdes e divisdes a simples operag¢des de adicido e
subtragao.

E sabido que Napier estava a par do método da prostaférese (uso de férmulas
da trigonometria para calcular um produto, a partir de somas), e é possivel que
tenha sofrido influéncia dele, pois, segundo os livros de histéria da matematica, teria
sido muito dificil explicar o motivo de Napier ter restringido seus logaritmos

inicialmente aos senos de angulos.

Mas a abordagem de Napier para eliminar o fantasma das longas
multiplicagdes e divisdes difere consideravelmente da prostaférese, e
se baseia no fato de que, associando-se aos termos de uma
progressdo geométrica b, b2 b3, b* ...,b™ ..os da progressio
aritmética 1, 2, 3, 4, ..., m, ..., n, ... entdo o produto ™. b™ = h™*" de
dois termos da primeira progressdo esta associado a soma m + n
dos termos dos termos correspondentes da segunda progresséo
(HOWARD, 2004, p. 344).

Por meio das sequéncias, geométrica e aritmética, e da propriedade indicada
na citagdo, podemos transformar multiplicagcbes em soma. Por exemplo: seja b = 10,
entao;

Progresséo geométrica - PG: 10, 102,103, 10%,10°,10° ...

10, 100, 1000, 10 000, 100 000, 1 000 000

Progresséao aritmética - PA: 1, 2, 3, 4, 5, 6...(expoentes)

Se desejarmos calcular 100 x 10 000, como 100 = 10% e 10 000 = 10%,
podemos escrever 100 x10 000 = 102 x 10* = 102** = 10° = 1 000 000.

E se desejassemos calcular 25 x 30? Esses numeros nao estdo nas
sequéncias. Os matematicos da época utilizavam um processo chamado de
interpolagdo, que ndo sera tratado aqui, pois foge ao escopo deste texto. Neste
processo, Napier chegou a um numero irracional, que € o inverso do numero e, base

dos logaritmos, chamados naturais.
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Nas progressdes geométricas crescentes, os termos crescem rapidamente.
Para manter os termos da progressdao geomeétrica suficientemente préximos, de
modo que se pudesse usar um numero menor de interpolagdes para preencher as
lacunas entre os termos nas correspondéncias precedentes, dever-se-ia escolher o
nimero b bem préoximo de 1. Com essa finalidade, Napier tomou 1 — 1/107 =
0,9999999 para o valor de b. Para evitar decimais, ele multiplicava cada poténcia por
107 Entédo, se N = 107 (1—%){ ele chamava L de “logaritmo” do numero N.
Portanto o logaritmo ja aparece como um expoente. Assim, o logaritmo de Napier de

. 1\t

10760, e0de 107 (1- =) é1.

Vejamos, conforme explica Soares (2011, p. 42), o que ocorre:
L
=107(1 — L)L 5 — 107 |, 71107
Se N =107(1- )", entdo, N = 107 (1 - =) 107|*"".
Observando a expressao que esta dentro do colchete, € possivel perceber

que quanto mais a poténcia inteira de dez cresce, mais essa expressao se aproxima

de um numero, cujo valor é, aproximadamente, 0,3679. Por exemplo: (1 — #)10 =

0,3486; (1 — —)'% = 0,3660; (1 — —)1%%° = 0,3677; (1 — —)1°°"’= 0,3678.

Esse numero, para o qual essa sequéncia tende, € o inverso do numero e
chamado “numero de Euler”, também conhecido como numero neperiano. Com a
linguagem da algebra, no século XIlll, essa constatacdo, pbéde ser, assim,
sintetizada:

_ e 1
llm(l——) = —

n—oo n e

Embora Napier, tivesse “construido” o inverso do numero e, ele foi explorado
e formalizado por outros cientistas e matematicos ao final do século XVII e no
decorrer do século XVIII, com o desenvolvimento do Calculo, introduzidas por Isaac
Newton (1642-1727) e Gottfried W. Leibniz (1646 — 1716).

Leonhard Euler (1707-1783), matematico com extensa e variada produgao
cientifica, foi quem “pela primeira vez, chamou a ateng¢do para o papel central do
numero e da fungcdo e* ao dizer: ‘Para o numero cujo logaritmo é a unidade,
anotemos e que é 2, 718281...”. (PRECIOSO; PEDROSO, 2013, p. 42). Desta
forma, o numero e é a base dos logaritmos naturais, o que n&o foi estabelecido por
Napier, uma vez que ele nao trabalhou com a ideia de base e o numero escolhido

por ele € o inverso de e. O numero e foi tratado como um numero irracional, tendo
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sido, posteriormente, considerado um numero transcendente (ndo € raiz de

nenhuma equacgao polinomial a coeficientes inteiros). Assim:

1
e = lim <1 + —)
n—oo n

No ano seguinte a publicacdo de Napier, Henry Briggs (1561-1631), professor

n

de geometria de Gresham College de Londres e, posteriormente, professor de
Oxford, viajou até Edimburgo para dar o tributo de seu reconhecimento ao grande
inventor dos logaritmos. Foi durante essa visita que Napier e Briggs concordaram
que as tabuas seriam mais uteis se fossem alteradas de modo que o logaritmo de 1
fosse 0 e o logaritmo de 10 fosse uma poténcia conveniente de 10, nascendo assim
os logaritmos briggsianos ou comuns. Esses logaritmos, que s&o essencialmente os
logaritmos de base 10, devem sua superioridade em calculos numéricos, ao fato de
que nosso sistema de numeracao € decimal.

Briggs dedicou-se a construir a tdbua dos logaritmos na base 10 e publicou
em 1624 sua Arithmetica logarithmica, que contemplava uma tabua dos logaritmos
comuns, com quatorze casas decimais, dos numeros de 1 a 20.000 e de 90.000 a
100.000. O espaco entre 20.000 e 90.000 foi preenchido posteriormente com a ajuda
de amigos e colaboradores. Junto com Vlacq, Briggs publicou quatro tabuas dos
logaritmos fundamentais, superadas recentemente, pois, entre 1924 e 1949, foram
publicadas tabuas dos logaritmos com vinte casas decimais como parte da
comemoracgéao dos trezentos anos de descoberta dos logaritmos.

Tem-se que a palavra logaritmo significa “numero de razdo” e foi adotada por
Napier depois de ter usado inicialmente a expressdo numero artificial. A invencéo de
Napier foi recebida com entusiasmo por toda a Europa. Na astronomia, Laplace
afirmou que a descoberta dos logaritmos “ao diminuir o trabalho, dobrou a vida dos
astrobnomos”.

Desse modo, o logaritmo € universalmente considerado como um expoente,
essa € a esséncia que pretendemos que os alunos do Ensino Médio apreendam, isto
€, se n = b*, dizemos que x € o logaritmo de n na base b com algumas restrigdes,
que serdo tratadas mais adiante dessa definicdo, as leis dos logaritmos decorrem
imediatamente das leis dos expoentes.

O logaritmo como funcgédo esta ligado ao estudo da quadratura (calculo de
areas) da hipérbole, que tem em Pierre Fermat (1601-1665) um dos matematicos
que se dedicou a esses estudos. Porém foi um jesuita belga, Saint-Vincent quem,

em 1665, conseguiu resolver o problema, usando a integral de Riemann.
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(PRECIOSO; PEDROSA, 2013). O logaritmo natural de um numero u, muitas vezes,
denotado por Ln(u), pode ser definido do ponto de vista geométrico, como area da
regido plana localizada sob o grafico da curva y = 1/x, acima do eixo y = 0, entre as

retas x=1 e x=u, que pode ser vista no desenho figura:

Figura 1 - Representacdo da area abaixo da curva.

y=0
Ln(u)=area(1,u)
Fonte: Sodré (UEL/sd)

Desse modo, de acordo com Soares (2011), podemos falar em trés
concepgdes basicas: a concepgao geomeétrica, elaborada por Napier, porque partiu
das razbes entre medidas de segmentos de retas; a aritmética, também
desenvolvida por Napier e Burgi; a algébrico-funcional, estabelecendo a relagéo
entre fungdo exponencial e logaritmica.

Os logaritmos sdo ensinados na educac&o basica e no inicio dos cursos
superiores ha muito tempo, variando a profundidade com que se adentra o assunto.
O uso da tabua dos logaritmos era comum nesses cursos, mas, hoje, com o advento
das calculadoras, ndo ha mais a necessidade da utilizacdo deste instrumento para
executar calculos. Também um instrumento antecessor da maquina de calcular,
denominado “régua de calculo”, cuja base de construgdo, era o conceito dos
logaritmos, desapareceu de nosso cotidiano, com o advento das tecnologias digitais
nas décadas finais do século XX, tornando-se uma peg¢a de museu, embora tenha
sido bastante utilizada, principalmente, pelos engenheiros, no século passado.

Hoje, no ensino de matematica, da-se énfase ao conceito de “fungao”,
considerado um conceito fundamental da matematica. Assim, o estudo dos
logaritmos aparece associado ao de “fungao logaritmica”, que é parte vital na analise
e modelagem matematica de muitos eventos naturais. O estudo da fungéo
logaritmica e da sua “inversa”, a fungdo exponencial, permanecem como parte

importante do ensino da matematica. De modo especial, o seu conceito e,
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consequentemente, as suas aplicagdes, embora como instrumento de calculo
aritmético, ja nao tenha mais utilidade.

Ja sabemos que a fungado logaritmica € inversa da fungdo exponencial
definida como f(x) =a*, onde (a € R,a>0ea +# 1), no conjunto dos numeros

reais. Lima et al. (2001, p. 53), assim caracterizam a fungédo exponencial:

Se a é um numero positivo, diferente de 1, entdo a fungao
exponencial f(x) = a* é a unica fungdo mondtona (Uma funcdo é
dita monétona se ela preservar a relacdo de ordem no seu dominio,
ou seja, se ela é crescente, permanece crescente no dominio, se
ndo, permanece decrescente) f:R — R tal que f(x + h) = f(x).f(h)
para quaisquer x,y € R e f(1) = a. E as fungdes do tipo exponencial
f(x) = b.a* sao as unicas fungdes monotonas com a propriedade de
que, para h fixo, o valor f(x + h) é proporcional a f(x) e o coeficiente

de proporcionalidade f;’g)h) = ¢ depende apenas de h mas néo de x.

Desse modo, a funcdo exponencial € uma ferramenta importante para

numerosas aplicagcdes técnicas e cotidianas, como também no campo da
matematica. Com ela, podemos calcular, por exemplo, valores financeiros ligados a
juros, datar elementos arqueoldgicos e minerais através do carbono-14, calcular o
crescimento de bactérias da populacdo de um lugar, meia-vida, dentre outras
aplicagdes praticas.

Atualmente (2020), em tempos de pandemia da COVID 19, causada pelo
coronavirus, denominado SARS-CoV-2, o crescimento do numero de infectados, em
alguns momentos, apresentou crescimento exponencial e muito se falou sobre essa
fungdo. O jornal Folha de Sdo Paulo trouxe uma matéria sobre esse assunto no dia
17 de margo de 2020, na qual se Ié: “Na Italia, que ja superou a marca dos 24 mil
infectados, o grafico de como a epidemia se desenrolou tem a seguinte fungao
ajustada: y = 3,28.0,2%, em que x € o numero de dias e y € o numero de infectados”
(ALVES, 2020, p. 84).

Na definicdo da func&do logaritmica, sua inversa, devemos levar em
consideragao algumas condigdes que sao decorrentes das caracteristicas da fungao
exponencial. Assim, a fungao logaritmica é uma funcgao definida para numeros reais
maiores do que zero, portanto, o seu dominio € R* e o seu contradominio é R, isto &,
o logaritmo pode ser qualquer numero real.

f(x) =logy,xpara(a ER,a>0ea+#1).Selog,x=y ©a”¥ =x

Esse estudo do historico-l6gico dos logaritmos nos permitiu perceber que se

trata de uma rede de conceitos que se conectam para dar sentido ao conceito dos

logaritmos. Entendemos como rede conceitual dos logaritmos, aqueles conceitos
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elementares que auxiliam na compreensido, apresentacdo e operacdao com 0S
logaritmos. Para sintetizar o nosso entendimento, apresentamos o esquema a seguir
(Figura 2).

Figura 2 — Rede conceitual de logaritmos.

Fungdo Exponencial

Séries/Sequéncias

Expoente /
,ff \ f‘ Fungdo Logaritmica
/\
/ | Propriedades
(—‘ﬂ \ f(x+h)/f(x)=c
Caleulos/Interpolagdes Base | Poténcia | \

—

Variavel
£
Y

Operagfies com poténcias de mesma base /
|
N=1047(1-1/10A7) \

/
; Log Natural
Fungdo Logaritmica AEE)
Log de Briggs
£ by base 10 Propriedades
Qrigem do numero e
|

Log=drea |

Log de Napier

Equacdes expanenciais

Area
Tabua de Logaritmos

Lim{1-1/n)*n=1fe
n->

Caracteristica | Mantissa

Fonte: Elaborada pelos autores

Assim a esséncia do conceito de logaritmo, a ser explorado no ensino médio,
esta associada ao conceito de expoente, isto é, encontrar o logaritmo de um numero
numa dada base é determinar o expoente que se deve dar a base para obter o
numero dado. Pensando na fungédo exponencial e também na logaritmica, elementos
importantes constituem essa esséncia, como a interdependéncia entre duas
variaveis de modo que a razado entre f(x+h)/f(x) para h, fixo, é constante, isto é,

existe uma proporcionalidade entre as grandezas representadas por essas variaveis.
Analise do diagnéstico

O objetivo da aplicagdo do diagndstico inicial foi o de identificar a Zona de
Desenvolvimento Proximal — ZDP dos alunos, ou seja, averiguar quais
conhecimentos acerca do conceito de logaritmos eles traziam consigo depois de ter
estudado o assunto na primeira série, o desenvolvimento atual, para depois
organizar o ensino, na zona de desenvolvimento proximal, visando avangar, em
direcdo a zona de desenvolvimento potencial.

Ao tratar a ZDP, L. V. Zankov lembra que o ensino deve atuar ndo em

fungdes ja maduras (zona de desenvolvimento atual), mas sobre aquelas ainda em
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processo de maturagdo (zona de desenvolvimento potencial), criando-se, assim,
uma zona de desenvolvimento resultado da distancia entre a atual e a potencial
(zona de desenvolvimento proximal). Na ZDP, ocorrem processos internos e
externos, ambos relevantes para o desenvolvimento

Além disso, queriamos verificar em suas falas, vestigios de como foi sua
apreensdo do carater geral do conceito dos logaritmos, a experiéncia com o
conteudo e o professor, as emogdes experimentadas neste processo, bem como
suas impressdes sobre a organizagdo do ensino utilizada na ocasido, e, ainda, a
importancia do assunto para suas vidas.

Cada aluno recebeu uma folha (Figura 3) com algumas questbes, que foram

respondidas individualmente e cujas respostas foram socializadas no grupo.

Figura 3 — Atividade de diagndstico proposta aos alunos participantes
Diagnostico inicial
Mo ano anterior, na primeira serie do Ensino Medio, vocé estudou os logaritmos.
Nesse estudo, vocé deve ter utilizado modelos matematicos de varnas areas para
exercitar e compreender esse contetdo.
Relate agui o que vocé se recorda desse estudo, tal como: o que & o logantmo? Como
foi estuda-lo? Qual(is) sua(s) aplicacdo(s)? Sua importancia? Como foram as aulas?
Dé exemplos|

Fonte: Arquivo dos autores

Apresentaremos a seguir, trechos dos principais registros realizados pelos

participantes, referentes as questdes levantadas no diagndstico.

Figura 4 - Aluno1
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Fonte: Arquivo dos autores
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Nas respostas do Aluno1, o que também foi constatado nas dos demais de
modo geral, percebemos um conceito de logaritmos, ainda empirico. E possivel
verificar que se recordam de boa parte da estrutura, porém sao elementos externos,
aparentes. Isso fica claro, quando o Aluno1 escreve: “Lembrei! Tem o logaritmo, o
logaritmando, e ai, tem um que é elevado, e o outro ¢ a base”. Novamente, quando
se refere a resolugdo de equacgdes: “é necessario fazer algumas mudangas para
resolver a equacéao, [...] fazer o MMC para achar o valor dos expoentes até igualar
as bases”, os nexos externos prevalecem.

O pensamento empirico prevalece na formagao do conceito, indicando que
nao houve a apreensdo das suas relagdes essenciais, 0 que permitiria a abstragcao
tedrica do conceito de logaritmos. L. V. Zankov (1984) ndo despreza o conhecimento
empirico e considera que o objetivo de seu sistema de ensino visa ao
“‘desenvolvimento geral 6timo” dos estudantes para o qual também concorre o
conhecimento empirico. Afirma ele: “O conhecimento empirico € o ponto de partida
do complexo caminho que conduz a abstragao”. (ZANKOV, 1984, p. 36). O ensino
para ele ndo deve se limitar nem ao conhecimento empirico nem ao tedrico, o
importante € que se avance rumo a elevagao do abstrato ao concreto.

A referéncia do Aluno1 a MMC (minimo multiplo comum), no lugar de
fatoracdo, € um indicio do tipo de aprendizagem que valoriza os procedimentos e,
nao, os conceitos, pois 0 aluno se atem a um procedimento, que ndo € MMC, mas
“fatoracdo”, para tentar igualar as bases das poténcias. Consegue associar o uso
das equacbes exponenciais para a obtengao dos logaritmos, apesar de nao
conseguir explicitar de que maneira esta operacédo esta associada ao conceito dos
logaritmos.

No geral, nas respostas dos alunos foram usadas com frequéncia, palavras
como: “base”, “logaritmando”, “funcdo”, “aplicagdo” e “formula”, porém, estas
palavras nao traduzem, isoladamente, a compreensao do conceito dos logaritmos,
pois sdo fragmentos empiricos, oriundos da repeticdo de algoritmos sem a atribuigao
de sentido. Essas palavras, quando usadas adequadamente, compdem uma rede de
conceitos importantes para que seja alcangada a esséncia do conceito dos
logaritmos. Junto a elas, ha outras palavras que também compdem essa rede, tais
como: “poténcia”, “expoente” e “inverso”.

Assim, encontramos indicios de que os participantes podem n&o ter chegado
a esséncia do conceito dos logaritmos e desconhecem as possibilidades de suas

aplicagbes no mundo real. Em todos os registros, é possivel perceber, como os
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participantes tangenciam as caracteristicas dos logaritmos, suas propriedades e
condicdes de existéncia. Tal percepcado nos possibilita afirmar que, no contato que
tiveram com o assunto “logaritmos” na série anterior, estes alunos apropriaram
parcialmente do conceito, mas ndo chegaram a sua esséncia, que é percebé-lo
como expoente, pois entendemos que a habilidade de resolver situagdes problemas
vai além da reproducdo de algoritmos aplicado a uma expressao matematica. Para
que o aluno reconhega que uma dada situagdo se resolve por logaritmo, é
necessario que ele perceba que nela esta presente a determinagdo de um expoente.

Apesar de existirem alguns elementos do conceito na produg¢ao do Aluno1, os
Alunos5 e Aluno6 sinalizaram de alguma forma, a ideia central do conceito dos
logaritmos, que é a nogao da poténcia que se procura, ao citarem a importancia do

expoente desconhecido.

Figura 5 - Aluno5®
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Fonte: Arquivo dos autores

O Aluno5 recusou-se a manifestar verbalmente junto a seus colegas, porém
em seu registro escrito, apresenta clareza na ideia da importancia de se encontrar
um valor para a poténcia desconhecida. Com relagdo ao processo didatico,
percebemos que a repeticdo ocorreu, porém nao contribuiu para a apreensao do

conceito. A este processo de repeticoes, o aluno se refere como “nao eficiente”.

3 O logaritmo possui em sua estrutura a base, logaritmo e o logaritmando, possui também uma
incégnita, quando devemos descobrir seu valor. Sua estrutura tem algo como log = x, porém ndo me
recordo muito bem como era a estrutura e como organizar ela para achar o resultado. Ligado a ele
também aprendemos a fung¢éo logaritmica, em geral estuda-la foi bem repetitivo, o professor que na
época ensinava, repetia o que era o que na estrutura, mas ndo foi de certa forma eficiente. Em
relagdo a sua aplicagdo pratica sei que ele tem uma importéncia, porém nao foi mostrada nenhuma
de suas aplicagOes préticas durante as aulas.
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Essa observacao do aluno corrobora o que afirma Vigotski, quando propde que a
organizagao do ensino deve atuar sobre o que o aluno ainda n&o atingiu. Também,
Zankov, ao formular o principio "Avango em grande ritmo", postula que os alunos se
sentem mais estimulados pela variedade do que pela repeticdo. Chega a afirmar que
a repeticao provoca preguigca mental e impede o desenvolvimento.

Figura 6 - Aluno6*
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Fonte Arquivo ‘dos autores

O Aluno6 se aproxima do conceito quando demonstra clareza no
entendimento da existéncia de uma relacédo estreita dos expoentes para a solugao
das equacbes exponenciais ao afirmar que “era necessario sempre identificar o
expoente, para assim organizar a equagao com incognita.” Percebemos na fala do
aluno, a tentativa de manifestar uma rede de conhecimentos que alicercariam as
relagcbes essenciais do conceito dos logaritmos, mas que nao chegaram a uma
sintese, ascensao do abstrato ao concreto.

Com relagéo a funcgéo logaritmica, a transcricao de parte do dialogo do aluno
Aluno3 afirmando que “- Eu lembro de que tinha alguma coisa que era o inverso do
logaritmo. Mas n&o lembro o que é. Acho que era uma fungdo... E um b elevado ao
quadrado.” Ou ainda, na fala do Aluno4 “ Acho que comegou mesmo foi por fungéo
quadratica, depois foi pra sua inversa que é a logaritmica... O grafico eu sei que é ao
contrario da quadratica.”

Estas falas mostram-se encobertas por duvidas, associadas a esséncia do
conceito dos logaritmos e da fungado logaritmica. Quando associam a ideia de
“inverso” e destacam para isso, “aquele que se eleva”, identificamos vestigios do uso
das poténcias, porém, ela vem associada a fungdo quadratica, cujo poténcia é fixa,
desqualificando tal associagdo. Percebemos uma confusao gerada pela presenga de

40 logaritmo envolve poténcias em conjunto com incégnitas. E constituido do logaritmando e do
logaritmo. Estuda-lo é utilizar os conceitos matematicos ja estudados como ... fragéo, ... o expoente,
fatorar poténcia, etc. Era necessario sempre identificar a base, expoente, para assim organizar a
equagdo com incognita. As aplicagbes, suponho...
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“ ”

poténcias nas duas funcdes. — a poténcia 2 na funcdo quadratica e na funcao
exponencial.

Ha vestigios de que os alunos percebem de alguma forma que a fungédo € um
ente matematico importante no estudo de logaritmos, porém nenhum deles
conseguiu definir qual, dentre as fun¢des estudadas, é a adequada a associagéo
como inversa da funcao logaritmica, citando a quadratica, a exponencial e a afim.
Dentre os relatos dos participantes, a ideia de opostos, de inverso ou de algo que é
o contrario dos logaritmos aparece, porém nao conseguem distinguir ou apresentar
de maneira correta tal ideia. Dois deles classificam as propriedades operatérias dos
logaritmos como férmulas para achar o resultado, porém, ndo sabem descrever
onde ou como aplica-las.

Quanto ao ritmo das aulas os alunos Aluno6 e Aluno4 registram.

y Flgura 7 - Aluno4
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Fonte: Arquivo dos autores
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Figura 8 - Aluno6®
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Fonte: Arquivo dos autores

Nos registros acima, sdo encontradas evidéncias de que os conteudos
escolares no ensino médio sdo tratados como recursos para 0s processos de
selecdo dos vestibulares, desprivilegiando sua cientificidade ou aplicabilidade na
vida real, ou para o desenvolvimento de capacidades psiquicas superiores, como se
& no registro do Aluno4, ao declarar que “sei que tem grande importancia nos

vestibulares”. Essa afirmagao revela uma representacao social do papel da escola e

5 As aplicagbes, suponho que podem ser usadas na quimica, visto que lembro de uma questdo de
prova, além de escalas (como a Richter). Sua importancia é de aprofundar sobre as equagOes
envolvendo incognitas. As aulas eram sempre repetindo a “formula” do logaritmo e a terminando, com
um ou outro exercicio mais complexo.
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dos conteudos escolares que prevalece no Ensino Médio, mas que nao revela o que

se poderia esperar deles, para além desse carater utilitario e reducionista.
Conclusao

Em sintese, a partir desse diagndstico, podemos inferir que os alunos
participantes se aproximam da compreensdo de elementos presentes no conceito
dos logaritmos, porém com a presenga de marcas evidentes de um conhecimento
empirico, baseado em elementos externos. Pela analise de seus registros e falas,
constatamos que os alunos se apropriaram de partes do conceito, ndo tendo
atingido, ainda, uma visédo de totalidade, de sintese. Varias sao as hipoteses para o
desempenho apresentado pelos alunos na atividade diagndstica, como a questao da
memoria, que necessita de elementos mediadores para ser ativada, a forma de
questao apresentada, poréem ndo podemos descartar que tais resultados apontam
para uma aprendizagem que ndo promoveu a apreensdo do conceito de logaritmo
como expoente, e da fungao logaritmica como possibilidade de modelar fenébmenos
em que ha proporcionalidade entre os valores de f(x+h) e f (X) e esse depende
apenas de h, mas nao de x, para um h fixo. Acrescenta-se, ainda, que o valor
atribuido pelos alunos participantes aos conteudos desenvolvidos esta na
preparacido para as provas dos vestibulares, o que denota um esvaziamento de
sentidos do papel da escola e dos préprios conteudos escolares, fortalecendo o
ensino que decora e reproduz.

Assim, a partir do diagnostico da zona de desenvolvimento atual em relagdo a
esse conceito, pode-se afirmar que outras aproximagdes se fazem necessarias, na
zona de desenvolvimento proximal, com outras formas de organizagcdo do ensino,
que evitem as repeticbes e o desinteresse, para fazer o aluno avancar em seu
desenvolvimento integral.

Neste sentido, entendemos que os principios do sistema didatico de Zankov
podem ser uma alternativa cientifica, pois se atrelam a uma teoria de ensino-
aprendizagem consistente e traz elementos importantes para a organizagdo do
ensino, tais como: a interdisciplinaridade, a apresentagéo gradativa aumentada dos
temas, a promocéao da curiosidade e a inclusdo de todos os envolvidos no processo.
Essa forma de organizagao do ensino podera ser testada e avaliada, como o foi por

Zankov.
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