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RESUMO

Este artigo descreve como eram elaboradas as tarefas de matematica no ambito do projeto pioneiro
do programa PIBID do departamento de Matemética da Universidade de Brasilia, entre 2009 e 2015.
Cinco tarefas, produzidas no ambito desse projeto, sdo apresentadas. Apesar de dividirem os
mesmos preceitos metodoldgicos - todas séo tarefas exploratérias que visam o desenvolvimento do
raciocinio - elas diferem tanto na determinacdo do contexto utilizado quanto nos conceitos
matematicos abordados. A primeira tarefa apresentada poderia se enquadrar no &mbito da Educacédo
Matematica Realistica. Com objetivos distintos, duas das tarefas descrevem jogos. Uma tarefa esti
inserida num contexto puramente matematico e a Ultima propde a construgdo de aproximacdes de
uma esfera. Todas essas tarefas passaram por pelo menos um ciclo de aplicagéo e revisdo/correcao.
A aplicacé@o ocorreu em escolas de ensino basico em turmas reduzidas.

PALAVRAS-CHAVE: Tarefas de Mateméatica. Formacgéo de Professores. Tarefas de
Aprendizagem Profissional.

ABSTRACT

This manuscript describes how mathematical tasks were developed in the pionnering PIBID project of
the Department of Mathematics of the University of Brasilia between 2009 and 2015. Five such
mathematical tasks are presented. Although these tasks share the same underlying methodology —
they are all exploratory tasks aiming at developing reasoning- they differ in their contexts as well as in
the concepts they develop. The underlying theory of the first task to be presented could be Realistic
Mathematical Education. Two of the tasks describe a game, although their objectives are completely
different. One of the tasks has a purely mathematical context and the last one aims to construct
approximations of a sphere. All these tasks went through the same cycle of application and
revision/correction. They were tested in reduced groups of primary and secondary school students.
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Introducéo

O objetivo do programa de iniciacdo a docéncia da CAPES esta descrito no

edital do programa (PIBID, 2022), como segue:

O Programa... PIBID... tem por finalidade fomentar a iniciacédo a
docéncia, contribuindo para o aperfeicoamento da formacdo de
docentes em nivel superior e para a melhoria de qualidade da
educacdo bésica publica brasileira. (p.1)

Participar desse programa implica, portanto, em aperfeicoar o0s
conhecimentos matematicos do docente em formacgdo, seus conhecimentos
pedagogicos e seus conhecimentos para o ensino da matematica. Ou seja,
aperfeicoar os conhecimentos necessarios a pratica do professor de matematica
(BALL et al., 2009).

Na visdo dos professores responsaveis pela implantacdo do projeto pioneiro
do PIBID2 no departamento de Matematica da Universidade de Brasilia — MAT/UnB,

O conhecimento matematico se desenvolve pelo processo de
participacdo em atividades matematicas e na reflexdo sobre essas
atividades (i.e., levar a cabo atividades de meta-matematica), que
incluem a resolucéo de problemas e a sistematizacdo de ideias e que
se realizam tanto individualmente quanto por meio de interagcéo
social.® (PONTE et al., 2013, p. 493)

Assim, para esses professores, a resolucdo de problemas (SOARES;
BERTONI) (ALLEVATO; ONUCHIC, 2006) (BRASIL, 2018) deveria ser a
metodologia principal tanto para a atuacdao quanto para a formacédo docente. Por
outro lado, esses professores estavam convencidos de que o par indissociavel
(experiéncias com matematica, experiéncias com alunos) deveria estar na base da
formacéo do professor de Matematica (D’AMBROSIO, 1993).

O objetivo geral do PIBID/MAT/UnB foi entdo definido como sendo: a criacao
de um espaco de ensino-aprendizagem da matematica em que os alunos de
licenciatura em matematica pudessem experimentar propostas diferentes para
trabalhar os conteddos matematicos e refletir sobre o papel do aluno e do professor
no processo de ensino e aprendizagem. Desse objetivo, decorreram diretamente as
acOes fundamentais do projeto: propiciar ao aluno de licenciatura em matematica a

oportunidade de interagir com alunos e professores do ensino fundamental e médio;

2 O projeto pioneiro do PIBID do MAT/UnB foi desenvolvido no departamento de Matematica da
Universidade de Brasilia durante o periodo de 2009 a 2015. No decorrer deste texto a sigla
PIBID/MAT/UnB se refere a esse projeto.

3Traducdo livre.
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criar, produzir e experimentar tarefas de aprendizagem matematica que sirvam como
facilitadores do processo de ensino-aprendizagem da matematica.

Com essas acdes o PIBID/MAT/UnB visava combater as concepcdes
predominantes sobre o ensino da matematica e as rotinas profissionais
correspondentes, que vao de encontro a (e que podem até impedir) uma mudanca
profunda de atitude do professor perante a atividade do aprendiz e no
aproveitamento dessa atividade (CHRISTIANSEN; WALTHER, 1986, p. 246).

As acbes propostas no PIBID/MAT/UnB, relativas a formacéo do professor de

matematica, sdo sustentadas por Christiansen e Walther (1986, p. 189):

Um propésito importante da formacdo de professores deveria ser o
de iniciar professores na atividade sobre o objeto: alunos em
atividade com tarefas de matemética num ambiente escolar. Mas,
nas tarefas planejadas para tal, deveriamos ter o cuidado de
selecionar adequadamente um amplo leque de fatores que
constituem o objeto.*

Segundo Watson e Mason (2007), varios cursos e projetos de formacao de
professores, mundo afora, trabalham de modo semelhante ao que o PIBID/MAT/UnB
propunha, com base em tarefas de aprendizagem matematica. No entanto, essas
autoras também insistem no fato de que as tarefas de matematica para a formacao
de professores tém um propdsito de ordem superior comparadas as tarefas de
matematica para aprendizes: é o desenvolvimento da sensibilidade ao aprendiz
(WATSON; MASON, 2007, p.4). Esse aspecto fundamental é um dos fatores que
constituem o objeto acima referido e é fundamental na proposta do PIBID/MAT/UnB,
como sera visto na proxima secao.

A importancia dada as tarefas de matematica no PIBID/MAT/UnB se justifica

ainda pelo comentario de Watson e Ohtani (2015):

Do ponto de vista cognitivo, o detalhe e o conteldo de tarefas tém
um efeito significativo sobre a aprendizagem; de um ponto de vista
cultural, tarefas moldam a experiéncia do aprendiz sobre o assunto e
sua compreensdo sobre a natureza da atividade matematica; do
ponto de vista prético, tarefas sdo o berco da atividade da sala de
aula, sao as “coisas a serem feitas”. (p. 3)

A elaboracdo dessas tarefas, chamadas cadernos no ambito do
PIBID/MAT/UnB, era sujeita a uma seérie de vinculos impostos pela metodologia de
resolucdo de problemas adotada no projeto. Além disso, essas tarefas eram
testadas e usadas como material de aula no atendimento de alunos de escolas do

ensino basico. Desse modo, os licenciandos participantes do PIBID/MAT/UnB eram

4Traducéo livre.
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iniciados na atividade sobre o objeto: alunos em atividade com tarefas de
matematica num ambiente escolar.

Talvez o unico grau de liberdade na sua construcdo fosse a escolha do tema
de estudo da tarefa. Esse tema era livre de tal forma que o licenciando participante
do projeto tivesse prazer em pesquisar um assunto do seu interesse e compartilhar
esse assunto com alunos de ensino basico.

De modo geral, a elaboracéo e a aplicacdo das tarefas de matematica do
PIBID/MAT/UnB passaram a ser tarefas de aprendizado profissional para os
participantes do projeto, levando esses licenciandos a uma mudanca de postura
perante o ensino de matematica.

Ao iniciar no projeto, os licenciandos enxergavam a metodologia usada com
certa desconfianga e duvidavam abertamente da sua eficiéncia, principalmente em
turmas numerosas. E claro que essa desconfianga era consequéncia da falta de
costume de trabalhar sob esta 6ética, seja como aluno ou como professor. No
entanto, depois do primeiro més em sala com os alunos em atividade nas tarefas de
matematica, eles percebiam rapidamente o valor da metodologia. A ansiedade
criada pela demora de um aluno em resolver uma questdo se transformava em
possibilidades de mediacdo. O conhecimento teorico aliado a experiéncia pratica
aumentava a confianca do licenciando na sua atuacao, fazendo com que assumisse
0 seu papel como professor perante seus alunos.

Quando o licenciando tinha a oportunidade de aplicar a tarefa que ele mesmo
tinha produzido no ambito do PIBID/MAT/UnB, ele passava a entender melhor a sua
dimensdo enquanto professor. E talvez nesse momento que ele percebia que, de
fato, h4 um conhecimento suplementar, necesséario ao ato de ensinar matematica,
diferente dos conhecimentos de matematica e de pedagogia, mas, no entanto,
indissociavel desses dois conhecimentos. Havia uma mudanca de concepcéo do
gue é ensinar matematica e, principalmente, outra percep¢édo sobre o que pode ser
explorado em sala de aula.

O objetivo deste artigo € descrever como eram elaboradas as tarefas de
matematica no ambito do PIBID/MAT/UnB entre 2009 e 2015. Para ilustrar essa
descricdo, sdo apresentadas cinco tarefas produzidas no ambito desse projeto e
aplicadas em escolas do ensino basico.

Para melhor compreender como essas tarefas eram elaboradas,
descrevemos, na proxima secdo, a estrutura e a metodologia de trabalho do

PIBID/MAT/UnB. Na secdo seguinte, mostramos como as tarefas de matematica
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eram elaboradas no ambito desse projeto, a quais vinculos eram submetidas e qual
tipo de desenho guiava a sua elaboracdo. Em seguida, apresentamos 0s cinco
exemplos de tarefas desenvolvidas no ambito do PIBID/MAT/UnB e analisamos
rapidamente os resultados das suas aplicacdes em sala de aula.

A estrutura e a metodologia de trabalho do PIBID/MAT/UnB

A equipe do PIBID/MAT/UnB era formada por professores e alunos do curso
de Licenciatura em Matematica da Universidade de Brasilia e por um professor de
matematica de cada uma das trés escolas participantes, identificados como
orientadores, monitores e supervisores, respectivamente.

Os monitores, além de desenvolver a tarefa de aprendizado profissional a ser
descrita abaixo, atendiam semanalmente, por um periodo de 90 a 110 minutos,
turmas de dez a doze alunos do ensino fundamental ou médio das escolas
participantes. Nessas turmas reduzidas, os alunos desenvolviam tarefas de
matematica desvinculadas do seu curriculo escolar.

Os monitores eram instruidos a ndo usar o quadro negro durante esses
atendimentos, a menos que fosse para socializar e/ou sistematizar determinadas

ideias, e a atuar tal como descrito em (OLIVEIRA et al., 2022, p. 5):

[os professores] apresentam a tarefa aos alunos, os alunos
trabalham nesta tarefa enquanto o0s professores circulam
incentivando e questionando o raciocinio, os alunos podem ser
levados a apresentarem suas resolugdes para a turma e o professor
pode ser levado a sistematizar as apresentacdes... proporcionando
momentos de discussdes entre grupos, encorajando-os a partilhar
suas ideias, incentivando-os a escrever e partilhar as variadas
versfes do seu raciocinio.

Além disso, os monitores eram também instruidos a respeitar o tempo de
cada aluno e a dedicar sua atencdo a cada individuo, observando e registrando as
reacoes de cada um. Assim, era necessario voltar a preparacdo desses
atendimentos para o individuo e ndo para o “aluno médio” da turma; os momentos
de interveng&o no quadro negro deviam ser selecionados de modo a atingir todos os
alunos da turma.

Os orientadores, professores do curso de licenciatura, eram responsaveis
pela orientacdo semanal dos monitores. Essa orientacdo visava analisar todos os
aspectos (de acordo com o modelo proposto por Ball et al. (2009)) relativos ao
trabalho desenvolvido em aula, no ultimo atendimento antes da reunido, com base
no relatério do monitor. Assim, o comportamento dos alunos das escolas e as suas

respostas as tarefas trabalhadas eram discutidos e, caso fosse necessério,
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determinavam-se acbes, a serem aplicadas durante a aula seguinte, visando
melhorar o entendimento de determinados alunos. O comportamento do monitor
também era analisado, com base na sua reflexdo sobre a sua atuacado (atitude
tomada frente a determinado acontecimento ou a algum comentério de aluno).

Os professores das escolas participantes do projeto supervisionavam 0s
monitores nas escolas e discutiam as atividades a serem desenvolvidas nas aulas

juntamente com os orientadores e 0s monitores.
As tarefas de matematica no PIBID/MAT/UnB

Consideramos tarefas de matematica como sendo “elementos organizadores
da atividade dos que aprendem” (TREVISAN et al., 2020, 3/14). Ou seja, “uma tarefa
€ o objectivo da actividade” (PONTE, 2005).

A preparagdo das tarefas de matematica do PIBID/MAT/UnB, os chamados
cadernos, seguia a metodologia de resolugcéo de problemas. O monitor se deparava
com o problema de escrever um material didatico a ser usado em aula e, assim,
devia: escolher um tema; pesquisar e estudar o tema do ponto de vista matematico
em nivel de terceiro grau; selecionar os conceitos essenciais e secundarios; fazer a
transposicdo didatica para, entdo, poder escrever uma tarefa que seguia a
metodologia adotada; testar parte do material.

Apos o teste, havia uma fase de reflexdo sobre a parte do material testado e a
respeito da resposta dos alunos as atividades propostas, que poderia levar a
corregOes/alteracdes do material.

A elaboracdo era supervisionada e orientada por um dos professores
orientadores. Para que houvesse ensino, seguindo Freire (2014, p.71), a conduta e
as acbes do professor orientador tinham de ser compativeis com o seu discurso.
Assim, o trabalho de orientacdo nao se limitava a redacédo de uma lista de tarefas a
serem desenvolvidas pelo monitor. Por exemplo, cabia ao orientador procurar e
escolher, junto com o seu orientando, referéncias confiaveis que sustentavam o
estudo teodrico do assunto escolhido. Além disso, ele devia estudar uma parte
significativa do assunto com seu orientando antes de delegar a orientagcdo a um
colega especialista, caso fosse necessario. Dessa forma, mostrava-se que
limitacbes devem ser aceitas, mas que sé podemos ter plena consciéncia dessas
limitacdes apds um minimo de esforgo.

Uma vez pronto, cada caderno era submetido a avaliagdo do grupo todo
(orientadores, supervisores e monitores) para que possiveis problemas fossem

identificados, discutidos e corrigidos. Apos implementar as corre¢des sugeridas pelo
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grupo, o caderno era aplicado em sala e os resultados da sua aplicacdo eram
discutidos pelo monitor, o orientador e o supervisor. A aplicacdo geralmente levava o
monitor a fazer corre¢cdes no caderno.

Neste sentido, a elaboracdo da tarefa de matematica do PIBID/MAT/UnB
podia ser vista como uma tarefa de aprendizado profissional (TAP) tal como definida
em (TREVISAN et al., 2020) e (SILVER et al., 2007). De acordo com Trevisan et al.
(2020, p. 3/14), “uma TAP divide varias caracteristicas com uma tarefa de
matematica para estudantes e pode ou ndo ter potencial em termos de conceitos
matematicos e processos que podem ajudar a mobiliza-los”. Segundo Silver et al.
(2007, p. 263), essas TAPs “sao tarefas complexas que criam oportunidades para os
professores observarem problemas pedagogicos e suas potenciais solucdes atraves
de processos de reflexao, troca de conhecimentos e construgdo de conhecimento”.

Alguns vinculos restringiam a elaboragdo das tarefas no PIBID/MAT/UnB. O
primeiro dizia respeito a metodologia de resolucdo de problema adotada nas aulas
com os alunos das escolas. Outro aspecto a ser observado na elaboracao da tarefa,
se referia aos conhecimentos prévios; a tarefa deveria incluir a exploracdo dos
conceitos necessarios ao seu obijetivo, ou fazer o aluno mobilizar esses conceitos.
Em algum ponto da tarefa, deveria haver uma atividade de redacdo para sintese e
reflexdo do trabalho desenvolvido. As atividades também deveriam permitir o didlogo
e a interagao social para a troca de ideias entre alunos. Neste sentido, as tarefas
seguiam o modelo de tarefas exploratérias tais como definidas por Ponte (2005).
Além desses aspectos, uma vez que um dos grandes objetivos do ensino da
Matematica € desenvolver, no aluno, a capacidade de raciocinar, uma tarefa deveria
ter um conjunto majoritario de atividades cujo objetivo seria levar o aluno a
raciocinar, seja de forma dedutiva, indutiva ou abdutiva (PONTE et al., 2020). Por
fim, a tarefa terminada era editada em formato de caderno com trés partes: um
resumo tedrico, em nivel de terceiro grau, revelando o conteddo mateméatico
subjacente ao topico estudado; orientacdes para a aplicacédo da tarefa, destacando
0s objetivos de cada atividade e o tipo de mediagdo sugerido; a tarefa com a sua
sequéncia de atividades.

De acordo com suas caracteristicas, segundo Watson e Thompson (2015), as
tarefas do PIBID/MAT/UnB poderiam ser consideradas como independentes (n&o
dependem de tarefas anteriores e se autocontém), como de uso suplementar (para
auxiliar a atividade de um professor) ou imposta por curriculo (por trabalhar

problemas que exigem processos ou abordagem particulares).
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Em funcéo do ciclo de elaboracdo das tarefas, com primeiro protétipo e as
fases de testes e correcdes, o desenho das tarefas do PIBID/MAT/UnB é definido
por Lange (2015) como desenho lento (slow design). A elaboracdo dessas tarefas
seguia de muito perto o processo de desenho lento descrito por este autor (LANGE,
2015): 1- Selecionar um assunto, sua duracdo e o nivel; 2- Montar um esquema
(mental) da perspectiva educacional/didatica; 3- Usar sua intuicdo; 4- Escolher
conceitos: a situacdo abordada deve permitir extrair conceitos e trabalhar com eles
matematicamente; 5- Escolher um contexto: ndo pode ser artificial, camuflado ou
falso; 6- Procurar inspiracao através de uma pesquisa aleatéria numa biblioteca e
usar pensamento associativo; 7- Apurar o desenho inicial; 8- Procurar ter uma
conversa franca com especialistas e matematicos de maneira a ter seu desenho
profundamente criticado; 9- Escrever uma verséo para testes em sala de aula; 10-
Discutir o desenho com professores experientes e ndo hesitar em muda-lo; 11-
Revisar e pedir para outro professor testa-lo; 12- Observar a aplicacdo em aulas
auténticas, nao filmadas e procurar entender o que os alunos fazem e porque; 13-
Tomar notas e levar a sério as discrepancias entre “aprendizagem desejada”,
“aprendizagem implementada” e “aprendizagem obtida”; 14- Concentrar sua atencao
no desenvolvimento de conceitos essenciais; 15- Recomecar o ciclo apos correcdes
do desenho e em outra sala de aula, se necessario; 16- Nao esquecer de elaborar
avaliacdes formativa e somativa.

No caso do PIBID/MAT/UnB, o passo 16 nao era implementado e a avaliagédo
era feita com base nos passos 13 e 14. Além disso, a observacao a que se refere o
passo 12 ndo era feita, mas outros monitores traziam criticas e comentarios da
aplicacao de tarefas em seus atendimentos.

Segundo Lange (2015), o desenho lento s6 ocorre sob as condicdes
seguintes: 1- Alguma liberdade de escolha do que desenhar/planejar; 2- Muita
liberdade em relacdo ao tempo de elaboracdo; 3- Liberdade de pensamento; 4-
Liberdade para explorar; 5- Restricdo devida a filosofia do desenho, que decorre da
teoria ou metodologia subjacente ao desenho; 6- Equilibrio entre restricbes e

liberdade. No caso do PIBID/MAT/UnB, esses critérios estavam todos satisfeitos.
Exemplos de tarefas de mateméatica do PIBID/MAT/UnB

Exemplo 1: As rodas dianteiras de um carro continuam paralelas quando ele
realiza uma curva? Essa pergunta foi feita a varias pessoas (alunos de licenciatura,
alunos e professores de ensino béasico) e obtivemos, na maioria das vezes,

expressdes perplexas como resposta. Essas respostas, além da referéncia (BOLT,
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1991. p. 103), motivaram a elaboragdo das tarefas intituladas “O movimento da
bicicleta” e “O movimento do carro”. Para as duas tarefas, foi desenvolvido um
material concreto de apoio (uma miniatura de bicicleta) para que os alunos
pudessem visualizar as situagdes propostas e pudessem fazer suas conjecturas.

A primeira tarefa, cujo objetivo é levar o aluno a apreender os conceitos
matematicos e fisicos suficientes para responder a pergunta motivadora inicial, foi
ela mesma motivada pelas seguintes perguntas: Vocé ja parou para pensar em
como uma bicicleta se movimenta ao realizar uma curva? Como as rodas se
comportam? Serd que elas seguem a mesma trajetéria? As duas primeiras
atividades tratam do movimento da bicicleta e levam o aluno a modelar a situacao
observada a partir da manipulacdo do material concreto, com base nos seus
conhecimentos geométricos. A primeira atividade da tarefa estd mostrada no quadro
01 abaixo.

Quadro 01 - Primeira atividade da tarefa

1.2 Atividade

Material: modelos de bicicletas, papel pardo

Trace uma circunferéncia de raio entre 25cm e 30cm. Escolha um angulo de rotagdo para a roda
dianteira e, empurrando a bicicleta pelo seu eixo, tente percorrer a circunferéncia tracada por completo
sem que esta roda saia do tracado.

1. Marque a trajetoria da roda traseira.

2. O que se pode observar a respeito da distancia entre a trajetéria que a roda dianteira realiza e a
trajetéria da roda traseira?

3. Levando em conta seus conhecimentos sobre circunferéncia, o que podemos concluir a respeito do
centro de rotagdo das trajetdrias das rodas dianteira e traseira?

4. Em qualquer ponto da circunferéncia trace a projecéo da roda dianteira sobre o papel. O segmento
tracado toca a circunferéncia? Quantos sdo os pontos de intersecc¢do da circunferéncia com o segmento
de reta?

5. Qual o nome dado ao segmento tracado no item 4?

6. Utilizando o transferidor, verifique qual é o angulo formado entre o segmento tragado e o raio no ponto
de tangéncia.

Fonte: (ALMEIDA; GREBOT, 2011)

Na segunda atividade (Quadro 02) os alunos séo levados a observar as duas
rotacBes descritas pelas rodas da bicicleta. Nas varias aplicacdes da tarefa, esse
ponto gerou debates entre os alunos e exigiu um trabalho de mediacao, por parte do
monitor, para sanar as duvidas. As outras seis atividades da primeira tarefa tratam
de propriedades puramente geométricas.

A segunda tarefa (O movimento do carro) € uma tarefa de investigacéo e
modelagem. Nas duas primeiras atividades (Quadro 03), os alunos séao levados a

observar e explicar um determinado fenémeno.
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Quadro 02 - Segunda atividade.

/ 1.3 Atividade

Considere a bicicleta vista de cima (figura 1) em que C1 e C2 s&o os pontos de contato das rodas
dianteira e traseira com o chdo, como ilustrado na figura 1. Observe que foi feito uma certa
rotacdo com a roda dianteira.

1. Quando giramos a roda dianteira enquanto pedalamos, efetuamos um movimento de rotacéo
da bicicleta?

2. Em caso afirmativo e levando em consideracdo os raciocinios anteriores, como determinar o
centro dessa rotagdo?

3. Trace o centro de rotagdo no caso ilustrado na figura 1.

4. Trace a imagem da bicicleta pela rotacdo em torno deste centro e de um angulo orientado de
sua escolha.

&O

G, 5. Verifique, usando o modelo, que 0 nosso raciocinio é valido.
6. Qual é a relagdo entre os raios de rotacéo das rodas dianteira e traseira e a distancia entre os
) eixos da bicicleta?
Figura 1
Fonte: (ALMEIDA; GREBOT, 2011)
Quadro 03 - Atividades 1 e 2.
1.1 Atividade
r1 r2 Material: modelos de bicicletas

1. Monte um carro com as bicicletas e fixe as rodas dianteiras de forma que elas
sejam paralelas e evidenciem uma rotagao.
2. Observe o que ocorre quando o modelo se movimenta nessas condicdes.

1.2 Atividade

Na figura 1 temos as rodas dianteiras rl e r2 paralelas.

1. Trace as retas perpendiculares as rodas passando pelos pontos indicados na
figura.

2. Localize os centros de rotacao.

3. Desenhe as trajetorias das rodas.

4. As trajetorias sdo condizentes com o movimento real de um carro? Por qué?
5. A'luz do que foi visto nos itens anteriores, explique o ocorrido na atividade 1.1.

Figura 1

Fonte: (ALMEIDA; GREBOT, 2011)

Nas outras seis atividades da tarefa, os alunos séo levados a analisar, a luz
dos conhecimentos geométricos, outro mecanismo usado para permitir que as rodas
dianteiras de um carro mantenham a angulacéo correta numa curva.

O resultado da aplicacdo dessas sequéncias foi analisado em (ALMEIDA;
GREBOT, 2011).

Exemplo 2: O objetivo da tarefa “Sudoku” (FELIX; GREBOT, 2013) é a
formulacdo de justificativas e de demonstracbes. A tarefa esta baseada no jogo
sudoku e, a partir da regra do jogo, da observacdo e da resolucédo de situacbes
especificas, o aluno é levado a formular e justificar métodos de resolucéo cada vez

mais complexos. Na formulacdo de métodos e de algoritmos de resolugéo, o aluno
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trabalha tanto a redacdo quanto a aplicacdo das regras de logica geralmente usadas
em Matematica. O registro dos alunos serve de base para que eles melhorem sua
argumentacao e, por conseguinte, sua compreensao.

Gradativamente, cada atividade exige que o aluno explique o que é feito em
cada jogada por meio de argumentacdes mais elaboradas. Os enunciados formais
dos métodos abordados nas atividades deixam claro qual deve ser a complexidade
da argumentacéo esperada. Assim, um determinado raciocinio pode ser descrito de
forma intuitiva, como ocorre nas atividades iniciais, mas é também possivel que a
demonstracao da validade de um determinado método seja imprescindivel.

A primeira atividade apresenta um sudoku de nivel facil e propde que o aluno
redija, a sua maneira, cada passo executado, deixando-o livre para argumentar. No
fim da atividade solicita-se que o aluno redija de forma geral cada raciocinio
utilizado.

Na segunda atividade, o aluno é direcionado na resolucdo do sudoku
proposto, de forma a dar menos liberdade as suas argumentacdes. Por exemplo,
solicita-se:

1. Qual deve ser a posi¢cao do 6 no bloco 5 e por qué?

2. Qual sera a posicéo do 5: no bloco 2; no bloco 5; no bloco 4; no bloco 6; no
bloco 7? Explique como vocé chegou a essas conclusoes.

3. Na coluna 9 o 3 serd candidato das células 1 e 2 somente. Explique o
porqué.

Na terceira atividade, o aluno deve fazer um retrospecto do que foi
desenvolvido na segunda atividade. Solicita-se, por exemplo:

1. Analisando o raciocinio utilizado no item 6 da atividade 3.3, redija uma
regra geral para eliminar candidatos de algumas células.

A quarta atividade apresenta uma grade de sudoku que necessita de uma
técnica particular de resolucédo, ainda ndo analisada. O objetivo é fazer o aluno
perceber que ha um outro nivel de raciocinio a ser desenvolvido. Essa técnica é
desvendada na atividade seguinte em que o aluno é levado a perceber um
determinado padrdo e a redigir, de maneira geral, a regra observada nessa
atividade.

As outras atividades introduzem e trabalham com outras representacdes da
grade.

A Tarefa foi aplicada em uma turma de dez alunos do ultimo ano do ensino

fundamental de uma escola parceira do PIBID/MAT/UnB, durante quatro aulas de
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noventa minutos cada. Esses alunos estavam no programa desde o inicio do ano e,
por ja terem desenvolvido dois cadernos de atividades, eles estavam adaptados ao
método de trabalho em sala de aula. Esse fato permitiu avaliar melhor o
desenvolvimento dos alunos.

Como esperado, os alunos reclamaram bastante do fato de terem de escrever
em aulas de matematica. Mas aos poucos eles foram percebendo e entendendo a
necessidade de registrar o seu raciocinio por escrito. Ha o caso de um aluno que se
recusou a registrar seu raciocinio e teve de reiniciar a atividade porque n&o
lembrava dos passos seguidos. Da segunda vez, ele registrou seu raciocinio como a
atividade orientava.

Durante a primeira atividade, foi notada uma certa dificuldade por parte dos
alunos na compreenséo do jogo. Essa dificuldade surgiu de argumentos ndo validos
como: “O numero ndo tem nessa coluna, ndo tem na linha nem no bloco de
intersecao, entdo ele pode ser nessa célula”, ndo atentando para a possibilidade do
tal nimero poder assumir outro lugar na grade. Como cada sudoku tem resolucéo
Unica, este tipo de argumento levava ao absurdo do mesmo numero aparecer duas
vezes na mesma linha, coluna ou bloco. Este fato trazia decepcao e desinteresse.
Para evitar que esse desinteresse momentaneo virasse um desinteresse total com a
atividade, foi necessario instigar os alunos e leva-los a entender seus erros. Para
melhorar a observacdo e a compreensdo, usou-se uma grade 4x4 (que mantém
todas as caracteristicas da grade tradicional) para que eles pudessem perceber a
diferenca entre o fato de um numero poder ocupar uma determinada célula e o fato
dele s6 poder ocupa-la.

Durante a aplicacdo da tarefa, em varias ocasifes, 0s alunos eram
mediadores de seus préprios colegas e o faziam de maneira segura e espontanea.

Essa tarefa ndo chegou a ser totalmente testada. No entanto, foi observado,
por parte dos alunos, um interesse unanime por meétodos mais complexos. Por
exemplo, a segunda atividade leva os alunos a pensar e gerar métodos para o
preenchimento da grade que os nao iniciados no jogo desconhecem. Observou-se
gue o fato dos alunos conseguirem gerar um novo método os levava a realizar com
mais cuidado e reflexdo os itens seguintes da atividade. Nesta atividade, e por conta
deste fato, a acdo mediadora também era menos exigida. Além disso, notou-se uma
melhora na redacdo, com oracdes coesas e embasadas em argumentos corretos,

apesar da falta de formalismo da maioria dos alunos.
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Exemplo 3: O objetivo da tarefa intitulada “Geometria Finita e o Jogo Dobble”
(FERREIRA, 2013) é a analise da estrutura de um plano projetivo finito, isto €,
determinar a quantidade de pontos e de retas e a relacdo entre essas quantidades e
a quantidade de pontos em cada reta. Para tal, o problema a ser resolvido pelos
alunos é a andlise de um jogo construido com base nos axiomas que caracterizam
um plano projetivo. A elaboracéo dessa tarefa exigiu um grau maior de pesquisa em
funcdo da construcdo do material de apoio, que é formado pelo conjunto das cartas
do jogo. Essas cartas representam as retas do plano projetivo de ordem 7, cuja
determinacao exige o uso de um algoritmo particular. Essa tarefa foi suscitada por
(BOURRIGAN, 2011).

As duas primeiras atividades da tarefa sdo atraentes e prendem a atencédo
dos alunos: a primeira atividade, que € muito bem recebida, solicita que os alunos
joguem para descobrir certas caracteristicas do jogo. Na segunda atividade, os
alunos sao levados a determinar condi¢cdes impostas pela estrutura das cartas; 0s
alunos ja comecam a se familiarizar com o plano projetivo finito.

Uma habilidade desenvolvida pelo estudo de geometria projetiva finita € a
habilidade de contagem, uma vez que o problema da constru¢cdo de um tal plano é
determinar: quantas retas ha no plano; quantos pontos ha em cada reta; se todas as
retas tém a mesma quantidade de pontos; se existe uma relacédo entre a quantidade
de pontos e de retas. As atividades 3, 5 e 6 da tarefa levam os alunos a
determinarem essas relagoes.

Outra questéo fundamental € saber se, dado um conjunto finito de pontos, ele
pode representar um plano projetivo finito. Por ser um tema de pesquisa atual,
valeria a pena sensibilizar os alunos a respeito desse fato e mostrar que nem todo
conjunto finito de pontos pode representar um plano projetivo finito, sem entrar em
detalhes técnicos. Infelizmente, nenhuma das atividades da tarefa aborda este
assunto.

O fato de estarmos lidando com uma geometria suscita ainda a questao da
sua representacdo. A representacdo de retas que sejam conjuntos discretos de
pontos cria situacdes de conflito e obstaculos de extrema riqgueza que permitem
fortalecer o conceito de continuidade. Isso se deve ao fato dos alunos estarem
“acostumados” com a geometria euclidiana ou, pelo menos, com alguma geometria
nao finita. As atividades 3 e 4 da tarefa tratam desse aspecto no caso de ordem 2,
propondo aos alunos que construam uma representagdo plana e outra espacial

desse plano projetivo finito.
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Exemplo 4: A tarefa intitulada “Fragées continuas” (MONTEIRO; GREBOT,
2015), que é composta por quatorze atividades, leva o aluno a decomposicdo de
nameros naturais por numeros primos, a demonstracéo de resultados basicos sobre

a paridade de um numero natural e do seu quadrado (atividade 1), a demonstragéo

da irracionalidade de V2 (atividade 2) e de ¢ (atividade 3) e a decomposicéo desses
nameros através de trés representacfes, a saber: a representacdo geométrica, a
analitica e a aritmética (atividades 4 a 14). E importante observar que essa mudanca
de quadros é fundamental para a apreensdo dos conceitos apresentados e para
descobrir como eles estéo relacionados (ALMOULOUD, 2007).

Num primeiro momento, as atividades 1 e 2 foram aplicadas numa turma de
dez alunos do terceiro ano do ensino meédio. A segunda aplicacdo ocorreu na
mesma escola, no ano seguinte, numa outra turma de doze alunos do terceiro ano
do ensino médio que desenvolveu as atividades 1, 2, 4, 5, 9 e 10, com uma
interrupgéo entre as atividades 5 e 9. Na terceira aplicagdo, realizada em outra
escola, a turma formada por alunos do primeiro ano e por seis do terceiro ano do
ensino médio, desenvolveu as atividades 1, 2,4, 5,6 e 7.

Os alunos da terceira aplicacdo se diferenciavam dos alunos das duas
primeiras por serem alunos com dependéncia na disciplina de matematica.
Observou-se que, ao longo da aplicacdo, eles responderam com a mesma
argumentacao légica que os outros alunos, demonstrando ter o0 mesmo grau de
entendimento. No entanto, em relacdo a matematica basica, esses alunos tiveram
muito mais dificuldade, principalmente na manipulagéo das desigualdades.

Destacamos que a compreensao das demonstracdes e o raciocinio dedutivo
nelas utilizado ajudaram a promover uma mudanca de atitude em todos os alunos. O
fato deles conseguirem demonstrar um resultado parece ter alimentado sua
autoconfianca. Além disso, houve um fortalecimento do senso critico dos alunos a
partir do momento em que eles passaram a entender a necessidade da justificativa
de uma afirmacgéo. Todas as aplicagbes mostraram que os alunos que realizaram as
atividades tiveram capacidade de demonstrar as conjecturas, o que indica que a
atitude de duvidar da capacidade de um aluno ou de menospreza-la é equivocada.
Muitos professores da educacdo basica negam aos seus alunos a pratica de
demonstracdes, essencial no estudo da matemética, privando-os de oportunidades
para desenvolverem seu raciocinio légico, seu senso critico e sua autonomia.

E importante observar que essa tarefa ndo tem contexto outro que a propria

matematica.
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Exemplo 5: A construgdo da tarefa intitulada “O estudo da esfera”
(SZCZPANSKI; GREBOT, 2013) baseou-se em uma pesquisa, em nivel de terceiro
grau, a respeito da constru¢cdo de um globo, em que foram também pesquisadas
aproximacbes da esfera através de poliedros. Foram desenvolvidos materiais
concretos de apoio a realizacdo da tarefa. Diferentemente das outras tarefas
apresentadas neste artigo, o estudo tedrico que embasou esta tarefa culminou com
a publicacdo de novos resultados matematicos (GREBOT; SZCZPANSKI, 2016).

A tarefa estd dividida em trés partes. Na primeira parte, o aluno desenvolve
seis atividades que compreendem o recobrimento da esfera por um plano, a
definicdo de distancia sobre a esfera, os comprimentos de arcos subtendidos por um
dado segmento, secbes da esfera, a medicdo de distancia sobre a esfera e a
comparacao entre as distancias sobre a esfera e sobre o plano. No desenvolvimento
dessas atividades, o aluno internaliza o conceito de isometria, que € raramente
trabalhado na educacado basica. Por meio de um trabalho experimental e intuitivo o
aluno tem a possibilidade de testar a validade do teorema egrégio de Gaussb.

A segunda parte da tarefa estd baseada no estabelecimento de fusos
horarios. Ao todo sédo quatorze atividades que abordam importantes conceitos em
geometria e que levam a construcdo de um globo por meio de gomos. H4 uma
atividade intermediaria que permite reforcar o que foi analisado na primeira parte e
em que o aluno constréi um gomo de maneira intuitiva. Nas atividades seguintes, 0
aluno traca o gomo com auxilio de um aparelho especialmente desenvolvido para
este fim, que permite o estudo das curvas que determinam este gomo, qualquer que
seja o0 seu angulo central.

A terceira parte da tarefa tem por objetivo construir e analisar domos
geodésicos através de aproximacdes poliedrais da esfera. Com base em (POPKO,
2012), introduz-se o conceito de domos geodésicos, que sao estruturas poliédricas
cujos vértices estdo sobre uma esfera. O objetivo é deformar o icosaedro, sem
destruir ou criar novas intersecfes entre suas faces, até formar aproximacdes da
esfera. Neste processo sao utilizadas as divisdes triacon e alternate (POPKO, 2012,
pp. 199-230).

A tarefa foi aplicada em uma turma de nono ano do ensino fundamental,

durante sete encontros semanais de noventa minutos. A seguir, apresentamos

> O teorema egrégio de Gauss estabelece que a curvatura de Gauss é invariante por isometrias locais
(ARAUJO, 1998, p. 109).
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algumas observacoes, feitas pelos alunos, referentes a primeira parte da tarefa e
parte da segunda:

e Um aluno observou que a distancia entre dois pontos, medida por um fio, na
esfera recoberta pelo papel é influenciada pelo relevo. Uma observacéo
importante, pois nesse momento eles ja percebiam que ndo havia como
recobrir a esfera de maneira perfeita, sem dobras e relevos.

¢ Na tentativa de recobrir a esfera de isopor com folhas de papel A4, uma aluna
argumentou que se um cubo pode ser recoberto com quadrados, entdo uma
esfera poderia ser recoberta com circunferéncias. Com esse raciocinio, ela
recortou dois discos de raio igual ao raio da esfera e tentou recobri-la, mas
observou nao ser possivel.

e Em uma atividade que solicita a demonstracdo do fato de que um plano e
uma esfera se interceptam ao longo de uma circunferéncia, o mediador
sugeriu o uso do teorema de Pitagoras. Um dos alunos conseguiu usar este
teorema para demonstrar tal fato deixando claro que, até entdo, ndo tinha
entendido para que ele servia.

¢ Os alunos relacionaram as atividades com uma outra tarefa cujo objetivo era
descobrir em que cidade se encontrava um tesouro e para a qual o aluno era
munido de um mapa (plano) do Brasil, de um compasso e de uma régua. Os
alunos se questionaram a respeito do porqué que, naquela atividade, as
distancias eram medidas pelo comprimento de segmentos no plano ao passo
gue agora, a distancia entre dois pontos sobre uma esfera é dada pelo
“‘comprimento do menor arco de circunferéncia que os liga”.

¢ Os alunos assimilaram bem o resultado da atividade em que se observa que
o comprimento de um arco de circunferéncia, subtendido por um segmento
dado, diminui com o aumento do raio. Eles souberam usar essa propriedade
para observar que o menor arco de circunferéncia que liga dois pontos de
uma esfera deve ser um arco de circulo maximo dessa esfera.

e Houve grande interesse por parte dos alunos quanto a explicacdo da
etimologia da palavra isometria e, também, quanto ao enunciado do teorema
egrégio de Gauss e sua conexdao com a tarefa. Os alunos ficaram
empolgados em redigir uma resposta utilizando uma palavra que eles haviam
acabado de aprender e que tinha um grande significado, pois resumia varias

observacoes feitas durante as atividades.
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¢ Em uma atividade que pedia para explicar o que representam as dobras e o0s
recortes feitos na folha de papel ao tentar recobrir a esfera, os alunos tiveram
dificuldade em se expressar. Ao mesmo tempo, estava claro para eles que as
distancias correspondentes, na esfera e na planificacdo, ndo sé&o
preservadas.

¢ Foi interessante notar a convic¢do dos alunos sobre o fato da esfera néo ser
isométrica ao plano. Mas, ap0s a conclusdo da primeira parte da tarefa, os
alunos foram questionados quanto a possibilidade de se recobrir a esfera com
fatias bem finas de plano. Todos disseram que é possivel e que, por serem as
fatias bem finas, ndo haveria dobra nem amasso.

¢ Na segunda etapa da tarefa, os alunos foram questionados se era possivel
construir um globo se conseguissem construir 12 gomos no plano. A maioria
dos alunos disse que seria possivel, exceto por uma aluna que argumentou
gue a folha de papel A4 era um pedaco de plano, assim como 0s gomos, e
gue o que ela havia descoberto era que a esfera ndo é isométrica nem ao
plano nem a pedacos dele, sendo assim, a esfera construida ndo seria
perfeita. Outro aluno argumentou que seria possivel porque a folha de papel

A4 representava o plano inteiro, e 0s gomos seriam sé uma parte dele.
Concluséo

Uma das ag¢bes principais do PIBID/MAT/UnB era a preparagao de tarefas de
matematica a serem trabalhadas com grupos de alunos do ensino béasico das
escolas participantes do projeto. Dessa maneira, os licenciandos do PIBID/MAT/UnB
eram iniciados na atividade sobre o objeto de interesse para a formacédo do
professor, a saber: alunos em atividade com tarefas de matematica num ambiente
escolar.

ApoOs a escolha do seu tema, a elaboracdo de uma dessas tarefas era
realizada em ciclos de trés fases: fase 1- pesquisar e estudar, do ponto de vista
matematico, o tema escolhido; fase 2- transformar esse estudo em material didatico
a ser usado em sala de aula; fase 3- testar o material em sala de aula. A terceira
fase geralmente implicava em revisao da segunda fase, em funcdo das respostas
dos alunos. Com essa revisdo, novas abordagens poderiam surgir tornando

necessaria uma revisao da primeira fase.
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Neste artigo, apresentamos cinco tarefas desenvolvidas no ambito do
PIBID/MAT/UnB. Todas sao tarefas exploratorias que visam o desenvolvimento do
raciocinio.

Os seus respectivos contextos sao bem distintos. A tarefa descrita no
exemplo 1 mostra como a geometria elementar pode ser trabalhada a partir de uma
pergunta simples a respeito de uma situacédo observada diariamente (o paralelismo
das rodas de um carro descrevendo uma curva) mas que ainda surpreende. No
exemplo 2, a tarefa usa o jogo Sudoku, cujas regras sao simples, para desenvolver a
argumentagdo logica dos alunos. A tarefa do exemplo 3 explora a estrutura
geométrica do jogo Dobble e inicia o aluno ao estudo de uma geometria finita. No
exemplo 4, a tarefa desenvolve o conceito de aproximac¢do de um numero usando
fracOes continuas; o contexto é puramente matematico. No exemplo 5 a tarefa leva o
aluno a observar e perceber caracteristicas de um objeto bem conhecido (a esfera) e
apresenta o problema pratico da sua construcao aproximada.

Todas as situacOes abordadas nessas tarefas permitem extrair conceitos e
trabalhar com eles matematicamente em varios niveis. Sem duavidas, essa
caracteristica é essencial para o sucesso de qualquer tarefa mateméatica. Além
disso, é possivel que o estudo de base para a preparacdo de uma tarefa leve a
novos resultados matemaéticos, tal como ocorreu com a tarefa apresentada no
exemplo 5.

A aplicagdo dessas tarefas nas escolas de ensino bésico, mostrou que, sob
uma mediacdo adequada do monitor, elas cativam a atencdo dos alunos,
favorecendo seu envolvimento, e promovem, de fato, a aprendizagem desejada. Isso
ocorreu mesmo com as tarefas em que os conceitos desenvolvidos ndo sao
abordados no ensino basico, como é o caso dos exemplos 3 e 4.

Ndo sabemos se 0s monitores que participaram do PIBID/MAT/UnB
continuam desenvolvendo tarefas de matematica para as suas aulas. No entanto, ha
varios relatos que mostram que essa metodologia enriqueceu a formacéao

profissional desses monitores (GREBOT et al., 2013).
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