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RESUMO

Este estudo objetiva descrever os processos de modelagem desenvolvidos por estudantes
costarriguenhos de uma turma de algebra linear, ao resolverem uma tarefa de modelagem no contexto
de fluxos envolvendo conceitos de Sistemas de Equacdes Lineares. A recolha de dados incluiu
resolucdes escritas dos estudantes da tarefa e seus ficheiros produzidos no Wolfram Mathematica. A
andlise revelou a utilizacdo dos conceitos de Sistema de Equacédo Linear e conceitos associados para
construir modelos matematicos na turma toda. No entanto, os conhecimentos baseados em conceitos
de algebra linear ndo foram suficientes para evitar que os estudantes evidenciassem dificuldades em
interpretar e/ou validar resultados matematicos, o que sugere maior fomento deste tipo de tarefas na
sala de aula de matemaética.
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ABSTRACT

This study aims to describe the modelling processes developed by Costa Rican students in a linear
algebra class, when solving a modelling task in the context of flows involving concepts of Systems of
Linear Equations. Data collection included students' written resolutions of the task and their files
produced in Wolfram Mathematica. The analysis revealed the use of System of Linear Equation
concepts and associated concepts to build mathematical models in the whole class. However,
knowledge based on linear algebra concepts was not enough to prevent students from showing
difficulties in interpreting and/or validating mathematical results, which suggests greater promotion of
this type of task in the mathematics classroom.
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Introducéo

A Algebra Linear € uma das disciplinas a frequentar, de carater obrigatério, na
aprendizagem de estudantes que cursam alguma engenharia ou curso com grande
demanda de mateméatica; seja porgue seus topicos se tornam requisitos de
aprendizagem indispensaveis para cursar com sucesso outras disciplinas de
Matematica, ou seja porque alguns tépicos como matrizes, sistemas de equacodes
lineares (SEL) e vetores séo de vital utilidade para trabalhar situacbes problema
dentro e fora da Matemética (POSSANI; TRIGUEROS; PRECIADO; LOZANO, 2010).
Em particular, a aprendizagem de conceitos e procedimentos de resolucdo de SEL
baseados em métodos matriciais (Gauss-Jordan, funcdo determinante) resulta
fundamental para a aprendizagem do resto de conceitos da &lgebra linear, sendo que
o trabalho desses conceitos leva de alguma ou outra forma a resolugédo de um SEL.
Véarios sdo os problemas da vida cotidiana que podem ser modelados com SEL
(COSTA; ROSSIGNOLI, 2017), contudo, cabe se perguntar: esses contextos estédo
sendo aproveitados pelo professor para o ensino de conceitos da algebra linear?

N&o aproveitar os contextos que fornecem aplicabilidade da algebra linear na
sala de aula tem consequéncias na aprendizagem, entre estas, ndo diminuir com a
abstracdo que se atribui a alguns conceitos matematicos. Nesta linha, a aprendizagem
da algebra linear tem resultado um desafio para o estudante universitario,
principalmente por esse o carater abstrato associado a varios dos conceitos envoltos
e o formalismo com que sdo ensinados na sala de aula (CARCAMO; GOMEZ,
FORTUNY, 2016), resultando relevante pensar em ambientes de aula que incorporem
na disciplina de algebra linear o contexto real. Além disso, “uma das carateristicas das
condicbes de aprendizagem de alta-qualidade € que os estudantes devam ser
convidados a interagir significativamente com contetudo matematico” (CHINNIPPAN,
2010, p.10). Nesse sentido, a contextualizacdo dos conceitos em situacdes reais
utilizando tarefas matematicas significativas surge como uma possibilidade e uma
necessidade para motiva-los (BIGGS; TAGG, 2011). A modelagem matematica
permite uma abordagem diferente na disciplina de Algebra Linear, no qual o estudante
€ encorajado a mobilizar conhecimentos prévios e a criar novas construcdes
conceituais que o ajudem no tratamento de conceitos abstratos (TRIGUEROS;
POSSANI, 2013). Por outro lado, existe uma necessidade de realizar mais estudos
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gue investiguem praticas de ensino e aprendizagem a nivel universitario em que se
incluam as tecnologias digitais no trabalho de modelagem matematica (GREEFATH,
2011).

Tendo presente o anterior, os ambientes educativos baseados no trabalho de
tarefas de modelagem matematica surgem ndo s6 como uma possibilidade para que
o professor mostre ao estudante como se aplicam 0s conceitos que esta aprendendo,
mas também para promover competéncias matematicas que o estudante comumente
ndo desenvolve ao trabalhar com contextos meramente matematicos (KAISER;
SRIRAMAN, 2006), incluindo como utilizar o recurso tecnolégico no processo de
modelagem. Nesse sentido, este estudo forma parte de uma investigagdo maior
baseada no trabalho de tarefas de modelagem matemaética para a aprendizagem de
conceitos de algebra linear (RAMIREZ, 2022). Em particular, este estudo objetiva
descrever o0s processos de modelagem, desenvolvidos por estudantes
costarriquenhos de uma turma de algebra linear, ao trabalharem uma tarefa em um
contexto de fluxo de 4gua a partir da utilizacdo de modelos baseados em SEL.

Para atender o objetivo referido, pretende-se responder as duas seguintes
perguntas: 1) como sao o0s processos de modelagem que os estudantes desenvolvem
ao trabalhar a tarefa, particularmente, em relagéo as fases do ciclo de modelagem que
conseguem ultrapassar, a forma como transitam entre estas fases e o tipo de
conhecimento que mobilizam?; 2) quais as principais dificuldades que se evidenciam

nos processos de modelagem dos estudantes?
Estudos prévios sobre aprendizagem de SEL

No contexto latino-americano, Bianchini, Lima e Gomes (2019) realizaram uma
pesquisa sobre os principais estudos em ensino e aprendizagem da algebra linear
frequentados por estudantes de cursos de Engenharia. Para estes autores, os SEL
nao sao propriamente um topico de estudo da algebra linear, mas uma ferramenta em
que se apoia o estudo de topicos da algebra linear, como as transformacdes lineares,
0S espacos vetoriais e 0s autovalores e autovetores associados a uma matriz.

Por outro lado, existem autores que consideram os SEL como parte das
tematicas de estudo da algebra linear, importando-se por indagarem mais sobre como
0s estudantes percebem a aprendizagem de um SEL ou levarem propostas de ensino
centradas na aprendizagem de conceitos associados. Entre esses autores
encontramos a Mallet (2007), autor que trabalha com o software Maple para fomentar
nos estudantes a compreensao do conceito de SEL e o conceito de solugao e conjunto

solugcdo associado a um SEL, através das diferentes representacbes que pode
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proporcionar o Maple sobre um SEL. Os resultados deste estudo revelam a utilidade
do recurso tecnoldgico para que os estudantes facam conexdes entre a representacao
algébrica e a representacdo visual de um SEL, e evidenciam dificuldades de
interpretacdo que os estudantes apresentam quando se centram na representagao
algébrica, em particular, ao interpretarem o conjunto solucdo de um SEL com infinitas
solucoes.

No que se refere a tarefas envolvendo modelagem matematica, Possani et al.
(2010) propéem uma tarefa no contexto de fluxo veicular para introduzir conceitos
associados ao estudo de SEL. Os resultados do estudo evidenciaram que a tarefa foi
demandante, mas significativa para os estudantes, pois puderam aplicar conceitos da
disciplina de algebra linear numa situacdo real, fazendo algo diferente aquilo que
habitualmente é resolver exercicios matematicos. Além disso, a tarefa permitiu que os
estudantes pudessem discutir sobre o papel de conceitos como matriz aumentada e
conjunto solucdo dentro do contexto da situacdo colocada. Entre as dificuldades
evidenciadas nos estudantes, os autores mencionam algumas associadas a demanda
cognitiva das tarefas de modelagem, nomeadamente, estabelecer e identificar
hip6teses para simplificar a situacdo problema, identificar variaveis pertinentes para
construir o0 modelo matematico e interpretar o conjunto solucdo de um SEL obtido

como parte dos resultados matematicos.
Tarefas de modelagem e o processo de modelagem matematica

Por tarefa de modelagem matematica perceberemos aquela tarefa com uma
grande exigéncia de processos cognitivos envolvidos no ciclo de modelagem
matematica (BLUM; BORROMEO FERRI, 2009). Dependendo da perspectiva de
modelagem em que o autor se focar, este ciclo podera ter mais ou menos fases
associadas e diferentes objetivos. Assim, por exemplo, encontramos a perspectiva
realista cujo objetivo se centra em promover competéncias proprias da modelagem
matematica; a perspectiva educacional cujo objetivo é promover estruturas de
aprendizagem e a introducéo e consolidacéo de conceitos; ou a perspectiva cognitiva
com objetivos nos processos cognitivos que surgem nos estudantes ao avangarem no
seu processo de modelagem, incluindo as dificuldades (KAISER; SRIRAMAN, 2006).
Em particular, desde uma perspectiva cognitiva, o ciclo de modelagem tem seis fases

e seis subprocessos associados, conforme pode ser observado na figura 1:
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Figura 01 - ciclo de modelagem perspectiva cognitiva
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Fonte: Borromeo Ferri (2010)

O ciclo comecga com a fase da situagéo real, no chamado resto do mundo. O
estudante deve fazer a leitura da situagéo e tentar compreender a mesma (1), para o
qual deve recorrer a estruturas mentais e conhecimentos prévios que Ihe permitam
discernir que tipo de objetos matematicos poderia utilizar para resolver a situagao,
conseguindo assim uma representacdo mental da situacéo. Posteriormente, chega a
hora de tomar decisdes quanto as hipéteses do enunciado que devem ser
consideradas e as hipoteses que poderia considerar para simplificar a complexidade
da situacdo (2), conseguindo o que se conhece como o modelo real, um modelo
idealizado de como o estudante concebe a situacdo. A seguir, este modelo deve ficar
escrito em termos matematicos (3), para o qual o estudante deve juntar a informacéao
do enunciado da tarefa e as simplificacdes feitas, a partir de uma representacéo
matematica que possua todos os dados necessarios para resolver a tarefa, podendo
utilizar para tal fim uma representacao algébrica, uma representacdo visual, entre
outros tipos de representacao. Esse subprocesso requer que o estudante escolha um
tipo de conhecimento matematico prévio que lhe resulte melhor para trabalhar, pois
pode ser possivel que lhe seja mais facil trabalhar com um ou outro tipo de modelo
matematico, segundo sua experiéncia.

Construido o modelo matematico, o estudante ingressa ao chamado mundo
matematico. O modelo deve ser usado para obter resultados matematicos (4), onde
novamente serdo importantes os conhecimentos prévios que o estudante tenha, neste
caso, quanto a processos de resolucao para trabalhar esse tipo de modelo (no caso
de SEL, processos baseados em procedimentos puramente algébricos,

procedimentos de reducdo de matrizes, procedimentos com determinantes, entre
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outros). Os resultados obtidos deverdo ser posteriormente interpretados dentro da
situacao real proposta (5), obtendo dessa forma resultado reais. O processo termina
guando se verifica que esses resultados satisfazem as condi¢des iniciais impostas na

situacgao (6).
Demandas e dificuldades associadas ao trabalho de tarefas de modelagem

Para Borromeo Ferri (2018), o processo de modelagem que o estudante
desenvolve pode ser influenciado principalmente por trés fatores: (1) estilos de
pensamento matematico (visual, analitico, integrado), (2) experiéncias e
conhecimento extra-matematico e (3) competéncias matematicas de que o estudante
dispde. Por estilos de pensamento matematico entende-se “o modo como uma pessoa
gosta de compreender e aprender matematica, e ndo a sua capacidade de
compreender a matematica” (Borromeo Ferri, 2018, p.34).

No que concerne as competéncias matematicas, as competéncias de
modelagem constituem demandas de alta exigéncia cognitiva, pois, embora
contribuam para a aprendizagem do estudante e para exercitar sua pratica
matematica, representam capacidades que o estudante comumente nao exercita ao
trabalhar com exercicios ou problemas em contextos meramente matematicos (Blum,
2015). Essas competéncias estdo diretamente ligadas com o0s subprocessos
cognitivos que o estudante deve ultrapassar ao transitar entre uma e outra fase do
ciclo de modelagem. O quadro 01 apresenta a relacdo entre competéncias de
modelagem e 0s subprocessos associados ao modelo de processo de modelagem

matematica segundo a perspectiva cognitiva.

Quadro 01 — competéncias envoltas em cada subprocesso do ciclo de modelagem

Competéncias de AcOes associadas as competéncias de Subprocessos
modelagem modelagem cognitivos
Para Fazer suposicdes sobre o problema e | (1)

compreender 0
problema real e

simplificar a situacéo; reconhecer
guantidades que influenciam a situacéao,

Compreender a
tarefa

estabelecer um | identificar variaveis-chave; construir relacdes | (2) Simplificar/

modelo baseado | entre as variaveis; procurar informacdes | estruturar a

na realidade disponiveis e fazer a diferenciacdo entre | tarefa
informacdes relevantes e irrelevantes.

Para criar um | Matematizar quantidades relevantes e suas | (3) Matematizar

modelo relacbes; simplificar as quantidades | o modelo

matematico a | relevantes e suas relacdes, se necessario, e

partir do modelo
real

reduzir seu numero e complexidade;
escolher notacfes matematicas apropriadas
e representar situacdes graficamente.
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Para resolver | Usar estratégias heuristicas, como a divisédo | (4)  Trabalhar
guestdes do problema em problemas parciais, | matematicamen
matematicas estabelecendo relacbes com problemas | te no modelo
dentro deste | semelhantes ou analogos, reformulando o
modelo problema, visualizando o problema de uma
matematico forma diferente, variando as quantidades ou

os dados disponiveis, etc; wusar o0

conhecimento matematico para resolver o

problema.
Para interpretar | Interpretar resultados matematicos em | (5) Interpretar
resultados contextos extra-matematicos; generalizar | resultados
matematicos em | solucdes que foram desenvolvidas para uma | matematicos
uma situacéao real | situacdo especial; visualizar solucdes para

um problema usando linguagem matematica

apropriada e/ou para se comunicar sobre as

solucoes.
Para validar a | Verificar criticamente e refletir sobre as | (6) Validar
solucéo solugcbes encontradas; revisar algumas | resultados

partes do modelo ou passar novamente pelo | dentro da

processo de modelagem se as solu¢cdes néo | situacao real

se ajustarem a situacao; refletir sobre outras

maneiras de resolver o problema ou se as

solugbes podem ser desenvolvidas de

maneira diferente; geralmente questionam o

modelo.

Fonte: Maal3 (2006, p. 116-117)

Para Blum (2015), € normal muitos estudantes apresentarem dificuldades logo
na primeira atividade ou transicéo do ciclo de modelagem matematica (compreender
a situacao do problema), resistindo a fazer suposi¢cdes (simplificar e estruturar), e a
maior parte dos estudantes tem dificuldade para verificar se as suas solucdes
matematicas fazem sentido no contexto do problema (validacao).

Por outro lado, Galbraith e Stillman (2006) afirmam que a atividade de
matematizar constitui umas das transicbes mais dificeis que o estudante deve
enfrentar ao realizar tarefas de modelagem, e salientam que a tecnologia deve ser
incluida no trabalho de tarefas de modelagem, sempre que seja possivel, ajudando

no tratamento dos dados.
Metodologia
Contexto, participantes e gestao de aula

Este estudo € baseado em um projeto de investigacdo que segue a linha de
(PONTE; CARVALHO, MATA-PEREIRA;

QUARESMA, 2016); investigagao realizada em uma disciplina de &lgebra linear da

investigacdo baseada em design

Universidade da Costa Rica, com recolha de dados fundamentada em dois ciclos de
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implementacéo, durante o segundo ciclo de 2021 e o primeiro ciclo de 2022. Em
ambos os ciclos foram implementadas trés tarefas de modelagem em diferentes
momentos, nomeadamente, depois que 0s estudantes receberam a lecionacdo do
contetdo mateméatico correspondente a tarefa em estudo. As unidades tematicas
trabalhadas em cada ciclo com as tarefas implementadas foram SEL e matrizes,
espacos de vetores e transformacdes lineares. As tarefas foram implementadas com
0 objetivo de consolidar a aprendizagem dos conceitos de algebra linear e promover
competéncias de modelagem nao trabalhadas usualmente com tarefas tradicionais
baseadas em contextos matematicos.

Os estudantes trabalharam individualmente cada tarefa durante uma semana,
fora das aulas; posteriormente, enviaram suas resolucbes em formato digital ao
professor da disciplina de &lgebra linear, que por sua vez entregou ao investigador as
resolucdes via e-mail.

Participaram do estudo doze estudantes de graduacao (seis do sexo masculino
e seis do sexo feminino) que frequentavam a disciplina de algebra linear na mesma
turma, a maioria estudantes de Engenharia cursando o primeiro ano do ensino
superior. Os estudantes participantes frequentavam uma turma onde o professor a
cargo utilizava o recurso tecnolégico (o Wolfram Mathematica e/ou o Geogebra) para
trabalhar a simplificacdo de calculos ou visualizar objetos matematicos associados a
conceitos de algebra linear. Ainda assim, a metodologia da disciplina se enfocava no
trabalho de tarefas mateméticas baseadas em exercicios e/ou problemas em
contextos matematicos. Os estudantes foram escolhidos a partir de uma listagem com
0s nomes daqueles que manifestaram estar de acordo em participar do estudo
investigativo, sem serem prejudicados na sua nota da disciplina, mas com a finalidade
de complementar sua formacao das aulas.

O investigador teve um papel ndo participante, sendo que seu papel foi o de
fornecer a tarefa de modelagem ao professor da turma em tempos especificos do ciclo
letivo, para que este Ultimo solicitasse aos estudantes participantes sua resolucao,

com carater meramente formativo.
A tarefa de modelagem proposta

Este estudo incide sobre o trabalho desenvolvido pelos participantes na
resolucdo de uma das tarefas de modelagem propostas durante o segundo ciclo de
2021, a primeira fase de implementacdo do projeto de investigacdo. A tarefa foi
adaptada de Possani et al. (2010), visando fortalecer o conceito de SEL e conceitos

associados através da aplicabilidade do conceito matematico em contextos extra-
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matematicos. A tarefa de modelagem foi proposta apds o ensino da unidade de
matrizes e SEL, sendo a primeira tarefa desta natureza que 0s estudantes
trabalhavam. Assim, os estudantes resolveram exercicios matematicos sobre SEL
antes de trabalhar na tarefa, mas ndo tinham trabalhado tarefas de modelagem
previamente.

A tarefa adaptada refere-se a um contexto de fluxos de agua em canos
domésticos, e ela foi pensada como parte do contexto que envolve a maioria dos
estudantes da turma, em particular o estudo do conceito de caudal, que é estudado
por estudantes de diferentes engenharias, quer como parte de disciplinas de Fisica
gue devem frequentar, quer como parte de disciplinas proprias da area da Engenharia,
por fazerem parte do seu programa de estudo. Os estudantes foram solicitados a
utilizar seus conhecimentos matematicos para analisar fluxos minimos e maximos de
agua a considerarem em alguns trajetos da regido apresentada na Figura 02, onde se
desconhecia informacdo referente aos fluxos desses trajetos (segmentos entre
interseccOes de canos) e se conhecia informacédo referente aos fluxos de entrada

constante nas casas representadas mediante imagens.

Figura 02 - fluxos de agua por canos domésticos.
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Como estudiante de ingenieria, ciencias exactas, u ofras dreas de formacion, se le ha solicitado
ayuda por parte del funcionario que desarrolld el plano. Ayuda al funcionario a responder las
siguientes preguntas:

1} 5i pudiéramos establecer cantidades minimas y maximas de flujo de agua por cada tubo que
conforma el sistema de tuberiz (cada tramo) jcual seria esta cantidad para cada tramo?, es decir,
icudles son las cantidades de flujo que circulan por cada tramo de forma a mantener el agua
circulando con normalidad, segon la figura 17

2) .Es posible cerrar el flujo de agua por uno de los tubos que conforma el sistema de tuberia
manteniendo la normalidad de caudal indicada en la figura 17 5i es asi, indica al menos un tramo
de la tuberia que se puede cerrar

3} ;En qué otra sifuacion de la vida cofidiana se podria usar su modelo matematico utilizado para
resolver este problema?

Fonte: Adaptado de Possani et al. (2010).

Perspectivas da Educacdo Matematica — INMA/UFMS —v. 16, n. 42 — Ano 2023



10

Na figura, as setas representam as direcoes dos fluxos de agua. Os estudantes
foram convidados a assumirem o papel de assessores, para dar informacao vital sobre
possiveis valores de fluxo a considerar nos trajetos desconhecidos, com resposta
dirigida a profissionais de uma entidade costarriquenha dedicada ao fornecimento de
agua (Acueductos y Alcantarillados).

A tarefa inclui trés perguntas que deveriam levar ao uso de conceitos de algebra
linear para criar um modelo matematico da situacéo real e fornecer solucdes para o
problema no mundo real, no sentido de que um modelo envolve um sistema conceitual
para descrever, interpretar ou fazer previsdes sobre uma situacao real (Czocher,
2018). Em patrticular, foi solicitado encontrar as quantidades possiveis de fluxo pelos
trajetos desconhecidos para que a quantidade de agua que entra nas casas nao fosse
afetada (pergunta 1); foi também solicitado analisar se era possivel ter zero caudal
por algum dos trajetos com fluxo desconhecido sem afetar os fluxos de entrada nas
casas (pergunta 2); e finalmente foi solicitado indicarem outros contextos onde eles
poderiam utilizar o modelo matematico construido (pergunta 3), com o fim de
evidenciar se eles eram capazes de fazer conexdes entre o conceito de SEL e outros
contextos extra-matematicos que ndo fossem os fluxos de agua.

Um modelo matematico razoavel para descrever a situacdo exigiria que 0s
estudantes escolhessem um SEL formado por seis equacGes (uma por cada
interseccdo entre canos), de tal forma que a analise de fluxos maximos e minimos

pudesse ser estudada a partir do conjunto solucao associado ao SEL.
Recolha e analise de dados

A recolha de dados incluiu os trabalhos escritos dos estudantes sobre a tarefa
proposta, incluindo o seus relatérios quanto a dificuldades manifestadas, e os arquivos
digitais contendo seus trabalhos em Wolfram Mathematica (no caso dos estudantes
gue utilizaram o recurso tecnolégico).

A analise descritiva e interpretativa dos dados (COHEN; MANION;
MOHINSON, 2007) assenta no ciclo de modelagem segundo a perspectiva cognitiva
(Figura 01), visando captar o processo de modelagem dos estudantes e as
dificuldades que evidenciaram na resolucdo do problema proposto, para dessa forma
descrever seus processos de modelagem.

Na proxima secao de resultados estéo descritos esses processos e dificuldades
realizados por dois estudantes, representativos de grupos diferentes identificados a
partir das resolugdes recolhidas. Alguns trechos de seus trabalhos s&o apresentados

para destacar também as competéncias de modelagem que foram evidenciadas nas
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transicOes entre as diferentes fases do ciclo de modelagem, seguindo o quadro O1.
Para garantir a confidencialidade dos dados, os nomes dos estudantes aqui utilizados

sao ficticios.
Analise de dados

As resolugdes dos estudantes revelaram diferentes processos de modelagem,
mas todos recorrendo ao SEL como modelos matematicos construidos, pelo que a
transicdo do resto do mundo ao mundo matematico foi com base nas conexdes que
os estudantes conseguiram fazer entre o conhecimento mateméatico adquirido em
aulas prévias com a situacdo real fornecida. Alguns dos estudantes utilizaram o
Wolfram Mathematica para trabalharem o modelo, enquanto outros trabalharam o
modelo a pé, utilizando procedimentos de reducdo de matrizes (método Gauss-
Jordan), e um estudante trabalhou o modelo por inspecdao, isto €, provando valores
gue satisfizessem as equacdes do modelo. Ainda mais, houveram estudantes que
acabaram seu processo de modelagem com a constru¢cdo do modelo matematico,
outro obtendo resultados matematicos, e outros interpretando o0s resultados
matematicos obtidos. No Quadro 02 é apresentado um resumo de alguns elementos
importantes relacionados ao trabalho da tarefa dos participantes, dividido em dois
grupos, segundo o subprocesso cognitivo ndo evidenciado no processo de

modelagem.

Quadro 02 — elementos associados ao processo de modelagem dos estudantes

Forma como Contexto extra-
Grupo Subprocesso trabalha o matematico com Uso de tecnologia
P néo evidenciado modelo que associa seu 9
matematico modelo
Sim (trés
1 Interpretar e Método Gauss- Eletricidade estydantes)
validar resultados Jordam N&ao (dois
estudantes)
Método Gauss- . R
. ~ Sim (trés
Jordam (seis Relacdes
. estudantes)
2 Validar resultados estudantes). Insumo-produto e N0 (quatro
Inspecéo (um fluxo veicular. 9
estudantes)
estudante)

Fonte: Elaboracao prépria.

A partir do quadro € possivel observar que a metade dos estudantes recorre a
utilizacdo do recurso tecnologico para trabalhar a tarefa, no entanto, sua funcéao é

limitada a simplificacdo de resultados, em particular, em reduzir uma matriz

aumentada associada a um SEL a sua forma escalonada. Além disso, percebe-se que
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nenhum dos estudantes consegue validar seus resultados reais, embora alguns deles
tenham dado resposta a tarefa com os resultados matematicos obtidos.

No que segue, é descrito o processo de modelagem de dois estudantes: o Unico
estudante que evidenciou nao obter resultados matematicos e nado utilizou recurso
tecnologico (grupo 1), e um outro estudante que utiliza o recurso tecnologico e
trabalhou o modelo mediante o método Gauss-Jordan, interpretando resultados
matematicos (grupo 2). A escolha desses estudantes se faz considerando que séo
polos opostos, no sentido em que se diferenciam em género e o primeiro estudante
termina seu processo no modelo matematico, trabalhando-o um pouco, mas sem obter
resultados matematicos; enquanto o segundo estudante termina seu processo nos
resultados reais, chegando a dar uma interpretacdo dos resultados matematicos
obtidos.

O caso da Joana e o Marcelo

Competéncias para se deslocar do resto do mundo (comecando por
compreender a situacdo) ao mundo matematico (chegando a construcdo do modelo
matematico) foram bem conseguidas pelos dois estudantes. Essas competéncias
incluem (1) fazer suposicdes sobre a situagéo problema, em particular, assumir que o
fluxo total que entra em um determinado ponto ou né é igual a quantidade de fluxo
gue sai do mesmo ponto ou no; (2) estruturar e simplificar a situacdo para construir
um modelo real, atribuindo varidveis mediante subindices as quantidades e
entendendo a situagcdo como um problema que pode ser modelado usando um SEL,;
(3) matematizar quantidades e variaveis conhecidas a partir de igualdades para formar

um SEL. Algumas evidéncias dos aspectos anteriores se mostram a seguir.

Figura 03 - Explicagéo da Joana da construcéo do seu modelo matematico.
Paro elgborar esia) e(macioney se debe domor en tuento  que ¢l
dloqlcma Pasce nodoy  esim noda pueden adojurnir gdar ene(ga
Porloque pata avenguar 103 valares del flujo de @da <9 oy
QAue fomar en venta que siel fluje se dirije haca e\l ngcdo $€10mMQ

(on $19N0 postiva Mientig) gue si se aleja se onsidera on
Signo Negativ. Para elakorar \ai ecugcioney 3 tamaran 1oy eniadal
de\ flujo de agua.

Fonte: Resolucéo digitalizada da Joana.
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Figura 04 - modelo real e matematico da Joana.

>

(F)

Fonte: Resolucéo digitalizada da Joana.

O didlogo da Figura 03 evidencia que o modelo real pensado pela Joana é
baseado na experiéncia dela com outras situagdes similares de fluxo, em particular, a
Joana utiliza o termo nés e acrescenta o termo energia. Essa declaracdo destaca uma
representacdo mental de como ela pensou a construcdo do seu modelo real, ndo
diretamente ligada a conhecimentos da algebra linear, mas a quantidades vetoriais
associadas a redes de nés, semelhante a como sdo pensados os problemas de
circuitos elétricos na analise de nés em engenharia. Além disso, isso permite inferir
gue a Joana € uma das estudantes que associa seu modelo matematico construido
com o contexto de eletricidade.

Na Figura 04 é possivel apreciar 0 esquema que a Joana cria como modelo
real (parte superior da figura), definindo variaveis para os trechos desconhecidos de
fluxo com subindices, consequéncia direta da simbologia que foi aprendida por ela e
o resto da turma ao trabalharem SEL na assinatura da algebra linear. Por outro lado,
observa-se também o modelo matematico que a Joana cria a partir desse esquema,
onde é possivel evidenciar que a forma como ela cria as equagdes (lado inferior
esquerdo) é efetivamente pensada em quantidades vetoriais centradas nos fluxos de

entrada. Pode-se observar isso na segunda equacdo, onde x,—x; =200 faz
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referéncia ao fluxo de entrada na primeira intersec¢do (canto esquerdo superior),
sendo que x, € colocado com sinal positivo na frente porque o fluxo vai entrando
nesse no, enquanto x; é colocado com sinal negativo na frente, pois por hipétese o
fluxo vai saindo do no, logo, —x; representa o fluxo que vai entrando no né. Ainda
assim, é interessante ver que a Joana nao coloca a quantidade de fluxo constante
entrante -200 = (200 + —400) com o sinal negativo junto aos outros fluxos variaveis
no lado esquerdo, mas coloca-o do lado direito da igualdade com sinal positivo, o que
se interpreta que ela faz internamente uma arrumacéo de quantidades variaveis de
um lado e constantes de outro, possivelmente com o objetivo de ir deixando da forma
tipica como se apresenta um SEL.

No caso do Marcelo, também se podem observar nas seguintes figuras certas

evidéncias do seu trabalho:

Figura 05 - Explicagdo do Marcelo sobre a constru¢éo do seu modelo matemético.

SEF‘Of *’Uncmnono

pOl'Q resolues 2l Listemn (l,n{\’(lgfl f\)f necesacrn  realizne VN etquimn de

eCuqcioaes que peemtbir@n reladona l[as casas y lay furnkes deagua que

e5tan (©necdadas a HOUL-:( de. cada tramo o fubetin , (s tuberias Son ua total

de 7 las  cisad Yy fueates SOn S, paca esho, se :tic:.f;efar.m los datos en

(elevton nl aguo ye 5S¢ CCUFC‘(Q en  Qa  framg Pﬂ((] wmplic COn ey

Necestdad on Cada caso y g Sahl y Saqlicco 'L'\ffvmmo tontidad, dade,
Fonte: Resolucdo digitalizada do Marcelo.

Figurq 06 - modelo matemético e trabalho do modelo do Marcelo
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Fonte: Resolucéo digitalizada do Marcelo.
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Da Figura 05 é notavel detectar que o Marcelo entra no papel de assessor,
conforme solicitado no enunciado da tarefa. Além disso, ele, diferentemente da Joana,
associa diretamente a situacao problema com conhecimentos da algebra linear, em
particular o conceito de SEL e conjunto solucdo de um SEL, pois faz referéncia a
encontrar quantidades desconhecidas a partir de "esquemas de equacdes” e "isolar
os dados em relacdo a agua”. Essa afirmacao, junto com a conta que ele faz de casas
e trechos com fluxo desconhecido, é indicacdo de um modelo real pensado em funcao
de um SEL, com o fim de, nas palavras dele, "cumprir com a necessidade de que em
cada casa entre e saia a mesma quantidade dada", isto é, satisfazer as condi¢des
inicias da tarefa em quanto ao fluxo constante nas casas.

Em referéncia a Figura 06, pode-se observar o esquema do Marcelo (parte superior
da figura) e o seu modelo matematico e trabalho sobre esse modelo com matrizes
(parte inferior da figura). O Marcelo, diferentemente da Joana, utiliza letras do
abecedario para nomear as variaveis, e formula as equac6es efetivamente pensadas
como uma igualdade entre fluxos de entrada e saida, o qual se pode observar ap0s
analisar a primeira equacdo 200 + f = 400 + a, onde é possivel inferir que o lado
esquerdo corresponde ao fluxo de entrada e o lado direito ao fluxo de saida
correspondente a primeira interseccdo (canto superior esquerdo). Outro aspecto
interessante é a forma como trabalha o modelo, mediante 0 método Gauss-Jordan.
Na figura 06, observa-se a matriz aumentada associada ao SEL construido por
Marcelo e uma matriz equivalente na forma escalonada. Marcelo recorre ao Wolfram
Mathematica para obter esta Ultima matriz - evidéncia disso é seu arquivo digital

proporcionado como parte da resolucéo da tarefa.
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Figura 07 - trabalho do modelo com recurso tecnoldgico do Marcelo
-1200 @ 10200
-11e0 @ @1 300
@ 110 @ @0 300
2 211 @ @0 400
@ 2P21-101 300
@ 2P0 -110 100

3= M=

oup= {{-1,0,0,@,0,1,0, 200}, {-1,1, 0, 0, 0, 0, 1, 300},
(0,1,1,0,0,0,0, 300}, (0,0,1, 1,0, 0, 0, 400},
[@,0,0,1, -1, 0,1, 300}, [0, 0, 0,0, -1, 1, @, 100} }

inf4)= MatrixForm[RowReduce [M]]

Out[4}fMatrixForm=
1868 66 -1 & -200
91806 -1 1 16
90106 1 -1 200
90816 -1 1 200
2 e B8l -1 6 -100
2 60 BB B O 8

Fonte: Arquivo Wolfram do Marcelo

Na Figura 07 € possivel apreciar que o Marcelo utiliza a funcdo RowReduce do
Wolfram Mathematica para obter uma matriz na forma escalonada equivalente a
matriz aumentada do SEL, pondo em pratica algumas das aprendizagens adquiridas
na aula da algebra linear para o tratamento de exercicios matemaéticos.

Apesar das evidéncias anteriores, ao principio, esses dois estudantes, igual
que o resto da turma, manifestaram ter dificuldades para criar seu modelo real,
conforme evidencia, por exemplo, um trecho do relatério da Joana, em relacao a suas

dificuldades percebidas na tarefa.

Figura 08 - Dificuldade da Joana na resolucéo da tarefa.

Pioblemaus:
B\ velacionar @\ Siskmade ccuaciones N ks flujes de ogua

Y poder desanollarlot, encontiay eshaicgidl g Oyudatan Q
aveviguar el valor que  conforma c0do £luyo- de arda entrada.

Fonte: Resolucéo digitalizada da Joana.

A resposta da Joana evidencia a presenca de dificuldades no principio do
trabalho da tarefa, associadas a fazer conexdes entre a situagdo problema e os
conhecimentos matematicos adquiridos no curso de algebra linear, embora ela e a

turma toda tenha conseguido superar essas dificuldades; no caso da Joana,
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possivelmente mediante as conexdes que conseguiu fazer entre o contexto da
eletricidade e o contexto da situacao problema apresentada.

No gque concerne a competéncias para os estudantes se deslocarem do modelo
matematico novamente a situacdo problema apresentada, a Joana ndo mostra mais
que o trabalho feito na Figura 04, ndo conseguindo obter resultados matematicos. No
caso do Marcelo, a partir da matriz obtida com o recurso tecnoldgico ele traduz essa
informacédo matricial novamente como SEL, obtendo o conjunto solu¢cdo do SEL e
fazendo interpretacbes desse conjunto solugdo segundo a situacdo problema,
conforme deixa ver a Figura 09

Figura 09 - Resultados matematicos e interpretacdo de resultados do Marcelo.
P 5
4 A . z £100 ( , F o EF
d- Ir --1 ./U =2 (h ‘ v ',{'! (/M € lrr-(} l
v ' ,": r."‘;/”.)-: BPTa b
b4 19 <100 b v Lyn = -Flas10
L i 100 > (= RTRELY # (S
wh = [ e A ;' y ™ - | = ;L(“
(H ~ » be 3o = Fysu0
4 |
(l{' / ‘ ! ‘\)U { ) : ‘({['i__ r A ‘J'Ji_n \
- = ) [ =l ) ) ’ ‘e / X
L-4 =2 -100 == ¢: F- 40 HoL o =50 \ MW (WD
=t 0% = 40 Y ‘, WARYIM D)
64 W2 b2 LW
: = U':. Ll,‘, .‘;Uj
40> 2 300
0% & 5D

Fonte: Resolugao digitalizada do Marcelo.

Pela Figura 09 pode-se observar que o Marcelo possui competéncias para
generalizar solugcbes matematicas em termos da situacdo problema, em particular,
para interpretar que as variaveis do conjunto solu¢cdo devem ficar em termos dos
parametros f e g, e estes ao mesmo tempo devem ser quantidades positivas igual
que as variaveis do conjunto solucdo. O anterior € evidenciado depois que ele escreve
a,b,cd,e, f,g como quantidades que pertencem ao conjunto dos numeros reais
positivos, mas também evidenciado das desigualdades que ele planteia, produto de
considerar as variaveis a, b, c,d, e como quantidades positivas e em termos de f e g.
Além disso, o Marcelo evidencia visualizar solu¢des para um problema usando
linguagem matematica apropriada, nomeadamente os simbolos de conjuntos e as

desigualdades escritas em linguagem matematica e n&o em linguagem coloquial.
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Apesar de que o Marcelo obtém algumas desigualdades validas, como €&, por
exemplo, o caso de f > 200 (deduzida da informacgéo das solu¢Bes associadas as
varidveis a e e), existem outras desigualdades que ndo chega a analisar bem,
achando que os maximos e minimos dados satisfazem as demandas da situacéo
problema. Essa confianca se torna uma dificuldade evidenciada do Marcelo, produto
dele ndo validar os seus resultados reais obtidos, conforme acontecido também com
o0 resto da turma que obteve resultados matematicos e tentou interpretar os mesmos.
Assim, por exemplo, o fato dele considerar 200 < f < 600 e 0 < g <500 nédo leva a
resultados validos totalmente dentro do contexto da situac&o problema, pois para o
fluxod = f — g + 200 se obtém uma quantidade negativa no caso de, por exemplo,

f =200,g = 500; e sendo d um fluxo seu valor sempre deve ser positivo.
Conclusdes

O presente estudo foi resultado de uma investigacao desenvolvida em torno da
incorporacéo de tarefas de modelagem matematica numa disciplina de Algebra Linear,
como tarefas que permitem a aprendizagem e consolidacédo de conceitos a partir da
aplicabilidade destes em contextos extra-matematicos e o desenvolvimento de
competéncias matematicas pouco fomentadas em aulas tradicionais.

Foram estabelecidas duas questdes em relacdo ao trabalho feito pelos
estudantes envolvidos neste estudo. No que concerne a primeira questéao, referente
aos processos de modelagem dos estudantes, é possivel concluir que as tarefas de
modelagem permitiram mobilizar conhecimentos de &lgebra linear em todos os
estudantes, ligados em particular ao conceito de SEL, conjunto solu¢cdo de um SEL,
métodos de resolucdo de SEL como sdo os métodos matriciais baseados na busca
de matrizes equivalentes. A forma de usar os SEL para encontrar resultados
matematicos esteve enquadrada na resolucdo a pé e a resolucao mediante recurso
tecnologico. Esta mobilizacdo de conceitos, embora dificil ao principio para os
estudantes, permite refletir sobre a importancia de propor este tipo de tarefas para
consolidar conceitos aprendidos e levar o estudante a indagar mais por si mesmo
sobre como se aplicam os conceitos matematicos para dar resposta a tarefa,
permitindo concluir que, embora uma tarefa de modelagem seja planejada desde certa
perspectiva, no caminho podem ver-se involucradas outras perspectivas de
modelagem segundo o papel que o estudante tome. Por outro lado, em relacdo as
fases do ciclo de modelagem, os estudantes conseguem se deslocar do resto do

mundo ao mundo matematico, mas tém dificuldade para se deslocar no sentido
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contrario, o0 que esta associado nao estarem acostumados a trabalhar atividades que
fomentem a interpretacéo e validacédo de resultados, consequéncia de uma formacéo
prévia carente do fomento de competéncias matematicas ligadas a refletir sobre o
sentido dos resultados matematicos num determinado contexto real.

No que concerne a segunda questdo, sobre dificuldades evidenciadas nos
estudantes, pode-se dizer que existem as dificuldades manifestadas, mas superadas
pelos estudantes, e as dificuldades ndo superadas. O primeiro tipo de dificuldade esta
associado ao deslocamento do resto do mundo ao mundo matemético, e ela é
superada quando o estudante tem tempo de refletir sobre a situacdo problema,
enquanto o segundo tipo de dificuldade ndo depende do tempo dado ao estudante
para trabalhar a tarefa de modelagem, mas da experiéncia previa que tem tido o
estudante com tarefas de modelagem, conforme referido por Borromeo (2018) como
um dos aspetos que afeitam o processo de modelagem do individuo. O anterior implica
uma necessidade de dar mais continuidade ao trabalho deste tipo de tarefas, ndo
comecando na disciplina de Algebra Linear, mas em disciplinas previas de Matematica
onde o estudante se enfrenta a algumas aplicacdes dos conceitos aprendidos, como
€ 0 caso do calculo em uma variavel ou disciplinas de menor abstracdo dos conceitos

matematicos.
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