|\

L REVISTA DO PROGRAMA DE POS-GRADUACAO
(3 EM EDUCACAO MATEMATICA DA UNIVERSIDADE
PERSPECTIVAS DA FEDERAL DE MATO GROSSO DO SUL (UFMS)

EDUCACAO MATEMATICA

ISSN 2359-2842 Volume 16, numero 42 — 2023 DOI 10.46312/pem.v16i42.18387

Unidades de Referéncia e Fragcdes Unitarias em Tarefas

Matematicas: uma Revisao Integrativa de Literatura

Referent Unit and Unit Fractions in Mathematics Task: an

Integrative Literature Review

Camila Augusta do Nascimento Amaral!
Poliana Figueiredo Cardoso Rodrigues?
Maria Alice Veiga Ferreira de Souza?
Arthur Belford Powell*

RESUMO

Este artigo apresenta revisdes sistematica e narrativa de literatura sobre professores em servico e em
formacdo que ensinam ideias matematicas emergentes de tarefas sobre unidades de referéncia e
fracGes unitarias. Usando descritores em inglés sem limite de tempo, realizamos uma pesquisa
bibliografica sistematica em bancos de dados contendo artigos revisados por pares sobre Educacao
Matematica. Para a revisao sistematica, nove artigos atenderam aos nossos critérios de inclusédo e
mostraram o papel fundamental das unidades de referéncia para a compreensdo de numeros
racionais e fragbes unitarias para a resolugdo de problemas matematicos. Além disso, os artigos
indicaram as limitagbes demonstradas pelos professores em sua concep¢do da unidade de
referéncia. Uma revisao narrativa incluiu dois artigos sobre o mesmo tépico de periédicos brasileiros.
Nossa analise revela a necessidade de aumentar a compreensao dos professores sobre unidades de
referéncia e fragBes unitarias e de ampliar as discussGes sobre esses tdpicos nos cursos de
aprendizagem profissional de professores de matematica, tanto antes quanto durante o servigo.

1 Mestre em Educagdo em Ciéncias e Matematica. Instituto Federal do Espirito Santo/Ifes. Secretaria
de Educacdo do Estado do Espirito Santo/SEDU. Vila Velha, Espirito Santo, Brasil.
cam.amaral@yahoo.com.br. ORCID: http://orcid.org/0000-0002-5721-7783.

2 Mestre em Engenharia de Producdo. Universidade Estadual do Norte Fluminense Darcy
Ribeiro/lUENF. Instituto Federal Fluminense/IFF. Campos dos Goytacazes, Rio de Janeiro, Brasil.
polianacar@gmail.com. ORCID: http://orcid.org/0000-0002-2385-1727.

3 Doutora em Psicologia da Educagdo Matematica. Universidade Estadual de Campinas/Unicamp.
Instituto Federal do Espirito Santo/Ifes. Vila Velha, Espirito Santo, Brasil. E-mail: alicevis@gmail.com.
ORCID: https://orcid.org/0000-0003-2038-813X.

4 Doutor em Educagcdo Matematica. Rutgers University-New Brunswick. Rutgers University-Newark.
Newark, New Jersey, Estados Unidos. powellab@newark.rutgers.edu. ORCID: https://orcid.org/0000-
0002-6086-3698.

@ @@ https://periodicos.ufms.br/index.php/pedmat/index
perspectivas.educacaomatematica@gmail.com



https://periodicos.ufms.br/index.php/pedmat/index
mailto:perspectivas.educacaomatematica@gmail.com
mailto:Cam.amaral@yahoo.com.br
http://orcid.org/0000-0002-5721-7783
mailto:polianacar@gmail.com
http://orcid.org/0000-0002-2385-1727
mailto:alicevfs@gmail.com
https://orcid.org/0000-0003-2038-813X
mailto:powellab@andromeda.rutgers.edu

2

PALAVRAS-CHAVE: Ensino de Fracdes. Conhecimento de Professores. Tarefas
Matematicas. Unitizacéo.

ABSTRACT

This article presents systematic and narrative literature reviews about pre- and in-service teachers
who teach mathematical ideas emerging from tasks about reference units and unit fractions. Using
English descriptors with no time limit, we conducted a systematic bibliographic search in databases
containing peer-reviewed articles on mathematics education. For our systematic review, nine articles
met our inclusion criteria and showed the fundamental role of reference units for understanding
rational numbers and unit fractions for solving mathematical problems. In addition, the articles
indicated limitations demonstrated by teachers in their conception of the unit of reference. A narrative
review included two articles on the same topic from Brazilian journals. Our review reveals the need to
increase teachers’ understanding of reference units and unit fractions and to expand discussions of
these topics in pre- and in-service mathematics teachers’ professional learning courses.

KEYWORDS: Teaching Fractions. Teachers’ Knowledge. Mathematics Tasks. Unitizing.

Introducéao

O estudo de fracdes integra diversos conceitos matematicos iniciados na
escola basica (e.g., razdo, propor¢ao, regra de trés, porcentagem) e aplicados em
outras areas da Ciéncia (por exemplo, na Economia, Engenharias, Estatistica e
Probabilidade). Essa capilaridade faz crescer sua importancia, ao lado do
reconhecimento pela comunidade de educadores de que a apreensdo de sua
esséncia é nuclear para desenvolvimento da matemética mais avangcada como a
Algebra (BOOTH; NEWTON; TWISS-GARRITY, 2014; POWELL; GILBERT; FUCHS,
2019). Nao basta aos professores ou autores de livros didaticos criarem ambientes
de aprendizagem de suas diferentes interpretacfes: parte-todo, quociente, razéo,
operador, medida e medicado (KIEREN, 1976, BEHR et al., 1983, DOYLE et al.,
2016, POWELL, 2019), mas sublinhar o que h& de central nessas diferentes visdes:
a unidade de referéncia (ou unidade de medida) e a nocao de fracdo unitaria como
ponto de partida para compreensdo do todo (SOUZA, 2021). A construcdo da
unidade desempenha papel fundamental no desenvolvimento do senso numeérico de
nameros racionais (LEE; BROWN; ORRILL, 2011; ZHANG; STECKER; BEQIRI,
2017; STEVENS et al., 2020, POWELL; ALI, 2018). J& o conhecimento da
magnitude de fracdes unitarias facilita e promove fluéncia em Algebra e resolucdo de
problemas em Matematica (OLIVE, 1999; BOOTH; NEWTON, 2012; POWELL,
2023).

O todo envolve compreender relagdes numeéricas existentes em fragbes, ou
seja, conceber um todo de partes e relacionar essas partes de um todo. A caréncia
dessa compreenséao acarretou resultados como revelados na investigacao de Souza

(2021) cujo ndo reconhecimento da unidade de medida comprometeu o apoio para

Perspectivas da Educacdo Matematica — INMA/UFMS —v. 16, n. 42 — Ano 2023



3

solucéo de tarefas por 75 dos 121 professores e futuros professores brasileiros que
ensinam matematica na escola basica. Nessa esteira, € igualmente relevante o
reconhecimento da fragdo unitaria associada ao todo — fracdo com 1 como
numerador, 1/n. Powell et al. (2022) constataram que 14 de 19 professores
estadunidenses que ensinam matematica nos anos iniciais do ensino bésico
apresentaram interpretacdoes equivocadas de como a perspectiva parte-todo define
fracOes unitarias, mediante a propositura de uma tarefa denominada Frame Task
(CIOSEK; SAMBORSKA, 2016). A proposito, a respeito da perspectiva parte-todo e
reconhecimento de fragdes unitarias, Ciosek e Samborska (2016, p. 22) confirmaram
em uma investigacdo a convic¢ao de alunos de diferentes niveis basicos escolares e
universitarios que “um procedimento iterativo de dissecar algo em n partes iguais
para constituir uma fracdo 1/n pode deixar a falsa crenca de que se um inteiro esta
dividido em n partes desiguais, nenhuma delas pode ser 1/n do seu comprimento”.

Essas investigacbes, em geral, examinam conhecimento, dominio,
representacdo, interpretacdo e crenca de professores do ensino basico. Ha nesse
interim, o envolvimento de tarefas matematicas para aquelas elucidagcdes. As tarefas
séo aqui entendidas — tais como Christiansen e Walther (1986) — como objeto para a
atividade do aluno. Elas constituem o principal meio pelo qual se espera que a
matematica seja incorporada e socializada pelos e com 0s alunos.

Pela importancia do tema — unidade de referéncia e fragbes unitarias —
propomos conhecer, por meio de uma revisdo integrativa (sistematica mais
narrativa) de literatura, no¢cbes sobre unidade de referéncia e fracdo unitaria de
professores e futuros professores que ensinam matematica, emersas de tarefas

planejadas para investigacao, reveladas em artigos da Educacdo Matematica.
Reviséo Integrativa de Literatura

A revisdo de literatura € importante meio para pesquisadores conhecerem
determinado tema, sob ponto de vista especifico, a partir de resultados divulgados
pela comunidade cientifica. Nossa exploracdo foi marcada inicialmente por
descritores acerca de fragbes unitarias e unidade de referéncia (ou de medida) em
bases de dados costumeiras da area de Educacado. Paulatinamente, os resultados
das buscas em artigos foram denunciando outros descritores caracteristicos do tema
de nosso interesse, formando, assim, o conjunto de palavras-chave de que

necessitdvamos para uma revisao sistematica.
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Entretanto, a sistematizacdo, embora ampla, ndo trouxe artigos relevantes
publicados em periddicos brasileiros por néo estarem indexados nas bases
tradicionais da Educacédo. Os artigos brasileiros séo significativos para nos, pois esta
revisdo faz parte de um estudo maior sobre fragcdes unitarias a ser desenvolvido no
Brasil. Tendo em vista essa particularidade, foi incluida uma sec¢éo para abrigar uma
revisdo narrativa de dois artigos ndo contemplados na sistematizacdo, revelados
com os mesmos descritores da lingua inglesa para a lingua portuguesa, emersos do
Google Scholar. A revisao sistematica inaugura o proximo tépico, seguida da revisdo

narrativa.
Revisdo Sistematica de Literatura

Nossa revisdo sistematica de literatura (RSL), de carater qualitativo e
descritivo (BOGDAN; BIKLEN, 1994), sobre tarefas planejadas para investigar
unidade de referéncia ou fracdo unitaria visa a estimular novas investigacdes sobre
o tema na area da Educacdo Matematica, sobretudo para a formacédo inicial e
continuada de professores. Para isso, a RSL foi elaborada tomando os cinco passos
descritos por Khan et al. (2003): (1) esbocar questdes para uma revisao; (2)
identificar trabalhos relevantes; (3) avaliar a qualidade dos estudos; (4) resumir a
evidéncia; (5) interpretar os achados.

Nessa direcdo, a revisao foi realizada a partir de buscas por artigos cientificos
publicados em periddicos e anais de eventos, ambos nacionais e internacionais, com
amplo acervo cientifico na area de Educacdo Matematica — Scielo, Springer, Science
Direct, Scopus, Web of Science, Eric e Doaj — tendo em conta responder ao seguinte
guestionamento: Que nocbes emersas de tarefas planejadas para investigacao
sobre unidade de referéncia e fracdo unitaria apresentam professores e futuros
professores que ensinam matematica, reveladas em trabalhos cientificos da
Educacdo Matematica? (1° passo, KHAN et al.,, 2003). Os resultados de buscas
preliminares que antecederam nossa RSL indicaram poucos estudos sistematicos e
epistemologicos sobre o tema, e, por essa razdo, nao colocamos limitagbes
temporais na pesquisa de artigos.

A busca por trabalhos relevantes foi planejada segundo o protocolo (2° passo,
KHAN et al., 2003) com eleicdo de uma combinagéo de descritores na lingua inglesa
(strings) unidos por conectores logicos aplicados em titulos, palavras-chave e
resumos de artigos cientificos. Para atender o critério de selecdo de artigos que

tratassem apenas de tarefas matematicas planejadas sobre unidade de referéncia

Perspectivas da Educacdo Matematica — INMA/UFMS —v. 16, n. 42 — Ano 2023



5

ou fracdo unitaria, foram usadas as strings task, fraction*, unit fraction, referent
whole, unit, instruction, teach*, teacher training e referent unit.

Inicialmente a pesquisa identificou 175 artigos, ap6s remocdo de
duplicidades. Esses trabalhos seguiram para leitura dos resumos, ou de outras
partes textuais, com objetivo de verificar aderéncia aos propositos desta RSL (3°
passo, KHAN et al., 2003). Essa verificacdo excluiu 129 artigos por apresentarem
foco na aprendizagem do aluno, curriculo, livros didaticos ou outros temas que néo
estavam em sintonia com ensino da matemética. Dos 46 restantes, 15 n&o
apresentavam tarefas e 22 estavam desconectados com ensino da unidade de
referéncia em uma fracdo ou fracao unitaria. Por fim, nove artigos, todos emersos da
Springer e Eric, aqui rotulados A1, A2, ..., A9, constantes no Quadro 1, seguiram
para leitura completa, verificacdo e classificacdo de aderéncia por dois outros
autores desta investigacdo e posterior analise. A divergéncia de pareceres sobre
aderéncia de algum trabalho culminou em confronto de argumentacdes entre 0s

autores até o atingimento de um consenso.

Quadro 1 — Artigos cientificos selecionados segundo protocolo da RSL para analise

Objetivo da RSL: Identificar no¢cfes de professores e futuros professores que ensinam
matematica emersas de tarefas planejadas para investigacdo sobre unidade de
referéncia ou fracao unitaria apontadas em artigos cientificos da Educagdo Matematica.

BZS Ano Titulo Autor(es) Periodico
5 Assessing elemental validity:
2@ the transfer and use of ZDM
c
Al 5 2012 mathematical knowledge for Cole, Y.
n teaching measures in Ghana
Lesson Study with .
o Mathematical Resources: A Lewis. C. e Teali\gﬁtehrelrz]:j%t::(;ion
A2 5 | 2013 | Sustainable Model for Locally- Perr’ R and Development
led Teacher Professional Yo R P
Learning
. Knowledge and motivation as Journal of
g mediators in mathematics Jacobson. E Mathematics
A3 £ | 2015 | teaching practice: the case of o lzsak A ' Teacher Education
%) drawn models for fraction ’
arithmetic
. Pre-K-8 prospective teachers’ Lovin, L.,
g understanding of fractions: An Stevens, A., M‘lﬁﬁ;ﬁ;ﬁi s
Al £ | 2018 extension of fractions Siegfried, J., Teacher Education
%) schemes and operations Wilkins, J. e
research Norton, A.
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https://link-springer-com.ez120.periodicos.capes.gov.br/journal/40299

Promoting sophisticated Stevens, A,

o fraction constructs through Wilkins, J., Journal of

= ) . : Lovin, L., Mathematics
A5 £ | 2020 instructional changes in a Siegfried, J Teacher Education

& mathematics course for PreK- Nor%on Ao

8 prospective teachers BUSi : R'

5 Spotlight on Area Models: JOJ:‘;Z{%??S:LCG

= 2021 Pre-service Teachers’ Ability Lee, M. e and Mathematics
A6 s to Link Fractions and Lee, J-E Education

n Geometric Measurement

5 Primary teachers’ preferred Journal of

= 2022 fraction models and Wilkie, K. e Mathematics
A7 = manipulatives for solving Roche, A. Teacher Education

n fraction tasks and for teaching

5 Mathematics teacher educator Journal of

= noticing: examining Mathematics

c
A8 5 2022 interpretations and evidence Amador, J. Teacher Education

n of students’ thinking

P — : Journal of

Qo Validating psychometric :

(@]
AQ £ | 2023 classification of teachers’ 2Ir|r21§g,kl. :’ ' Te;\:l:ﬁgegﬁ(l:ﬁion

& fraction arithmetic reasoning T

Fonte: Springer e Eric.

Embora ndo sejam recentes as preocupacfes com o conhecimento conceitual

de professores e futuros professores sobre fracdes, de modo geral, (BALL, 1990;
MA, 1999; NI, 2001; YOSHIDA; SAWANO, 2002; LIN et al., 2013; SOUZA, 2021,
SOUZA; POWELL, 2021; 2023), a atencdo da comunidade cientifica sobre tarefas

gue identifiquem, especificamente, conhecimentos de professores sobre unidade de

referéncia ou fracdo unitaria datam dos ultimos 11 anos.

Resultados da Revisdo Sistematica de Literatura

A leitura e analise integral dos nove artigos (Quadro 1) nos conduziu a

identificacdo de quatro categorias relativas as noc¢des de professores e futuros

professores sobre a unidade de referéncia e fracdo unitaria emersas de tarefas
matematicas (4° passo, KHAN et al., 2003):

1.

identificacdo de nocbes baseadas em esquemas,

2. apoio em particao e iteragao,
3.
4

compreensao de fragdo unitaria, e
reconhecimento da unidade de referéncia e respectivo uso para solucionar

tarefas.

Pela facilidade, os artigos constantes em cada categoria seréo referenciados

pelos rétulos A1, A2, ..., A9, apresentados no Quadro 1.

Perspectivas da Educacdo Matematica — INMA/UFMS —v. 16, n. 42 — Ano 2023



7

Para aprofundamento de nossas analises, descreveremos a esséncia de cada
uma das quatro categorias. A primeira categoria reuniu artigos cujas tarefas estavam
baseadas em esquemas de fracbes (Quadro 2) modeladores de meios para
assimilacao de situacoes e posteriores agdes mentais (VON GLASERSFELD, 1995).
As acbes mentais, conforme Von Glasersfeld (1995), sdo componentes essenciais

dos esquemas como Stevens et al., (2020) explicam e exemplificam no Quadro 2.

Quadro 2 — Esquemas de fracfes e acbes mentais associadas

Esquemas Acdes mentais associadas Exemplos
Ao serem perguntados para fazer 3/5
. C de uma barra retangular, um aluno
Esquema de Produzir m/n particionando deve demarcar cinco pedacos iguais e
fracéo um todo em n pedagos e cortar trés delas, sabendo que essas
desencaixar m desses N | : .
parte/todo trés partes estéo contidas nas cinco
(PWS) pedagos partes iguais que compdem o todo
Determinar o comprimento de | Ao serem perguntados se uma dada
uma frag&o unitaria relativaa | parte € 1/5 de uma barra retangular
Esquema um todo dado néo- inteira, um aluno deve deslizar a parte
partitivo de particionado, iterando a ao longo do comprimento da barra
fracdo unitaria | fracdo unitaria para produzir checando se cinco daquela parte
(PUFS) um todo particionado compdem a barra retangular toda
continuo
Dar duas barras retangulares e
Determinar o comprimento de | perguntar qual fragdo a menor barra é
uma fragdo propria relativa de da maior barra, um aluno deve
um todo néo particionado, antecipar que cada barra pode ser
Esquema particionando a fracéo propria | medida em unidades que sédo 1/5 do
partitivo de para produzir uma fracéo todo. Portanto, ele particionaria o todo

fracao (PFS)

unitaria e iterar a fracéao
unitaria para reproduzir a
fracé@o propria e o todo

em cinco partes iguais e mediria a
menor barra como trés dessas partes,
a fracdo de 3/5

Reproduzir o todo de uma

Dar uma barra retangular inteira que é
cinco vezes o comprimento de outra
barra, um aluno determina o

Esquema ~ . . )
artitivo de fracao propria particionando a comprimento da outra barra
P fracio fracdo para produzir uma particionando a barra inteira em cinco
revefsivel frag&@o unitaria e itera-la um pedacos iguais, sabendo que cinco
(RPFS) ndmero apropriado de vezes medidas de qualquer uma dessas
partes compreende o todo
Reproduzir o todo de uma _D_ar uma ba_rra retangular nao
< L particionada e dizer ela é 3/5 do todo,
fragdo impropria um aluno pode fazer o todo
Esquema particionando a fragao para articionando% barra dada em trés
iterativo de produzir uma fragéo unitéria e b

fracéo (IFS)

itera-la um ndmero
apropriado de vezes

pedacos iguais e tomar cinco medidas
de uma dessas partes como o todo

Fonte: Stevens et al. (2020), traducéo nossa.
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A segunda categoria agrupou trabalhos com tarefas de particionar e iterar —
tarefas que utilizam o padrdo de particionamento de pedacos de mesmo
comprimento combinado com desencaixe de fracdes unitarias para gerar fracées de
magnitudes maiores. A terceira categoria refere-se a tarefa sobre a compreenséo da
fracdo unitaria. O Unico artigo desta categoria explorou a desnecessidade de
particionamento do todo de uma fracdo em partes iguais para obtencdo do
comprimento da fracdo unitaria. Finalmente, a quarta categoria tem a ver com
tarefas sobre a compreensdo e reconhecimento da importancia da unidade de
referéncia. Apenas um trabalho investigou a necessidade de professores de
identificar a unidade de referéncia quando os numeros fracionarios estao integrados
em situacdes-problema. O desconhecimento da unidade de referéncia pode (e deve)
remeter a equivocos na comparacao de fracdes.

A seguir apresentaremos uma analise dos nove artigos elencados nesta RSL

gue se configura como o 5° passo descrito por Khan et al. (2003).
Primeira categoria: Tarefas baseadas em esquemas

Os artigos A4, A5 e A7 objetivaram identificar como o conhecimento do
contetdo do professor se desenvolve a partir de tarefas baseadas nos esquemas
PUFS e RPFS (veja Quadro 2). Nesse interim, por um lado, as tarefas, cujas
resolucdes possuiam esquemas partitivos de fracdes unitarias (PUFS) (Figura 1 —
Tarefa 2) tinham como ag¢bes mentais determinar o comprimento relativo de uma
fracdo unitaria a um dado todo ndo particionado, e iterar fragdes unitarias para
formar um todo continuo particionado. Por outro lado, as tarefas cujas resolucdes
possuiam esquemas partitivos de fracdes reversiveis (RPFS) (Figura 1 — Tarefa 4)
tinham como ac¢des mentais reproduzir o todo de uma fragdo particionando-o para
obtencdo de uma fracdo unitéria e, entdo, iterd-la uma quantidade apropriada de

Vezes.
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Figura 1 — Exemplos do artigo A7 de tarefas de esquemas PUFS e RPFS

Qual fragio o menor Qual fracio o menor Qual fracio a menor barra | Qual fracio a menor
biscoito representa em pedaco de chocolate representa em relacdo a colecio de adesivos
relagio ao biscoito maior? | representa em relacio ao | maior barra? representa em relacio a
;—‘j pedago maior? colegio maior?
; o900 ®
= - - — sseee
' —— T
e il )
(X 32 1 1 ]
Esse & o pedaco de torta do | Esse & o pedago de Essa é a barra do sen Essa & a colecio de
seu amigo. Ele é 3/4 do chocolate do seu amigo. amigo. Ela é 3/4 do adesivos do seu amigo. Ela
comprimento do seu Ele & 3/4 do comprimento | comprimento da sua barra. | € 3/4 do comprimento da
pedaco. Desenhe o seu do seu pedaco. Desenhe o | Desenhe a sua barra. sua colegdo. Desenhe a sua
}_1 pedaco. seu pedaco. colecio.
b
5 YY)
' - I 00
o000
o000
200

Fonte: Wilkie e Roche (2022), traducdo nossa.

A Figura 1 apresenta uma tarefa do artigo A7, cujo intuito era apresentar
diferentes versdes de modelos continuos e discretos para uma mesma tarefa de
fracdo, e investigar as preferéncias pessoais de resolucdo e de ensino de
professores. Para resolver a Tarefa 2 (Figura 1 - PUFS), os professores deveriam
determinar que o pedaco menor correspondia a 1/4 do maior, ao perceberem que
com quatro pedagos menores eles obteriam a mesma area, 0 mesmo comprimento,
ou conjunto do todo (ou seja, que quatro vezes um quarto representaria o todo). Na
Tarefa 4 (Figura 1 — RPFS), os professores deveriam particionar a figura em trés
partes iguais para determinarem a fracdo unitaria 1/4, e depois iterar quatro vezes
para obterem o todo.

Exceto pela Tarefa 2, o modelo de preferéncia eleito pelos professores para
resolver todas as outras tarefas (inclusive a Tarefa 4) foi o de conjunto discreto. Eles
acreditaram que esse modelo facilitaria a visualizagcdo de parte de um inteiro e,
depois disso, bastaria contar, e ndo medir ou estimar. Na Tarefa 2, o modelo circular
de éarea foi escolhido sob argumentagdo de proporcionar clareza e facilitar a
percepc¢ao da fracdo, sobretudo pela necessidade de identificacdo do comprimento
de um quarto como parte de um circulo inteiro. A predominancia do modo discreto
também esteve presente em respostas sobre preferéncias de modelos para ensino,

seguido do retangular de area.
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Segunda categoria: Tarefas apoiadas em particao e iteracao

Essa categoria reuniu os artigos Al, A3, A8 e A9 em funcéo das tarefas de
particionar e iterar. O padrao de combinar particionamento de uma quantidade em
pedacos de mesmo comprimento, e desencaixar fragdes unitarias para criar fraces
de magnitudes maiores (ou seja, particionar e iterar) também se repetiu nos artigos
Al, A3 (Figura 2), A8 (Figura 3) e A9 (Figura 4).

Figura 2 — Exemplo do artigo A3 de tarefas de particionar e iterar

um projeto. Quanto de tecidp sobrou pra ela depois do projeto?

Ela deixou os alunos usarem a reta mumeérica assim eles podiam
desenhar os comprimentos. Qual dos seguintes diagramas mostra a
solugdo? Assume que todos os intervalos estio divididos 1gualmente.

I | | | | J
R r [ =t |

. | | L,
r ) I T

lIIllll J
I1IIII|

| Ly
d) % i l,..'r

|. |. |. |IIIII| |
|IIIII|

——

111
L

Fonte: Jacobson e Izsak (2015), traducéo nossa.

Os autores do artigo A3 procuraram compreender, por exemplo, como
professores examinavam seus conhecimentos e suas motivacfes para uso de
modelos de desenhos para ensinar fragdo. Em outras palavras, como a motivacao
interagia com o conhecimento do contetdo especializado e suas praticas de ensino.
Os participantes responderam questionarios e tarefas como a da Figura 2 que
trabalhava dois atributos simultaneamente: unidade de referéncia e, particionar e
iterar. Nessa tarefa, o registro das letras (a) ou (c) como corretas, indicava confusao
sobre a unidade de referéncia para 1/8. Assinalar a letra (e) indicava uma particao
incorreta baseada em cinco grupos de seis pedacos que formavam um trinta avos.
Por outro lado, apontar a letra (b) como correta, demonstrava como corretas tanto a
unidade de referéncia para 1/8 (ou seja, um metro), quanto a particio baseada em

cinco grupos de oito pedacos que formavam um quarenta avos.
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Figura 3 — Exemplos do artigo A8 de tarefas de particionar e iterar

Questdo: Aqui estd uma reta numérica com os mimeros 0 e 2/5. Onde o
nimero 1 se encontra na reta numérica?

Subgquestdes: Como vocé sabe alocar o 1 147 Vocé podena alocar este
nimero com mais precisio? Onde o 8/5 podena se encontrar na reta
numérica? Onde o mimero 4/5 (ou 1/5) se encontra na reta numérica?

- T

0

LS N o

Fonte: Amador (2022), traducdo nossa.

O artigo A8 buscou identificar o entendimento de professores de Matematica
e sua capacidade de interpretar o pensamento dos alunos e conectar essas
interpretacbes a essas evidéncias. Embora esse trabalho ndo esteja investigando
diretamente a compreenséo de professores mediante alguma tarefa, optamos por
manté-lo nesta RSL, pois ha, em alguma medida, exposicdo dos modos de
professores entenderem tarefa a partir do raciocinio de alunos. Os professores
participantes foram solicitados a analisar respostas para algumas tarefas — uma
delas esta representada na Figura 3, cujo objetivo era o de avaliar a habilidade dos
alunos em alocar fracbes nas retas numericas, e isso inclui suas habilidades em
compreender fracdbes como uma composicdo de fragdes unitarias, assim como suas
habilidades em particionar e iterar valores fracionarios. Nesse caso, para identificar o
namero um na reta numeérica, bastava particionar pela metade a distancia entre os
nameros zero e 2/5 para, entdo, iterar cinco vezes a fracéo unitaria 1/5. Do mesmo
modo, para identificar os nimeros 8/5 e 4/5 na reta numérica, bastava iterar oito e
qguatro vezes, respectivamente, a fracdo unitaria 1/5.

Assim, os professores compreenderam que o valor do numerador da fracao
descreve a quantidade de um quinto na fracdo, que o valor do denominador indica o
namero de fracBes unitarias presentes em um inteiro e que cinco quintos € 0 mesmo

valor que um inteiro.
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Figura 4 — Exemplos do artigo A9 de tarefas de particionar e iterar

A barra abarxo & 28 polegadas e & 7/4 de outra barra. Por favor
desenhe a outra barra e determine o comprimento dela em polegadas.

Jason e Tom tem cada um uma casa para seus cachorros. A barra
abaixo indica a altura da casa do cachorro de Jason, que tem 3/4
metros de altura, e 1sto & 2/3 da altura da casa do cachorro de Tom.
Qual & a altura da casa do cachorro do Tom? Por favor resolva o
problema com um desenho matematico.

Tarefa 1

Tarefa 3

Fonte: Olmez e Izsék (2023), tradu¢do nossa.

O artigo A9 examinou se professores tiveram uma proficiéncia crescente no
raciocinio sobre aritmética de fracbes. Para isso, o0s participantes foram
entrevistados e responderam tarefas antes e depois de um curso de formacédo. A
Figura 4 mostra duas dessas tarefas. Na Tarefa 1 (Figura 4), os professores
deveriam particionar a barra em sete partes iguais para obterem a fracdo unitaria
1/4, e depois iterar quatro vezes para obterem o todo. Na Tarefa 3 (Figura 4), os
professores tinham de particionar trés partes do metro para obterem a fracéo unitéria
1/4 e a barra pela metade para obterem a fracdo unitaria 1/3. Depois, 0s
professores precisavam pensar em uma subdivisdo comum que divide trés partes e
duas partes, ou seja, seis partes. E assim, compreenderem que 1/3 da casa do
cachorro de Tom corresponde a 3/8 metros. Iterando 3/8 metros trés vezes resulta

na altura da casa do cachorro de Tom, ou seja, 9/8metros.
Terceira categoria: Tarefa sobre a compreenséao da fragdo unitaria

O artigo A6, Unico para esta categoria, pretendeu explorar a compreensao de
fracOes e de &rea por meio de uma tarefa que envolvia modelo de area de forma
atipica. Essa tarefa, apesar de também vislumbrar o particionar e o iterar, os autores
afirmam que além da fracdo 1/n ser parte de um inteiro, que € particionado em n
partes de mesmo comprimento, uma fracdo por si s60 ndo diz nada sobre o atual
comprimento do todo ou o comprimento atual das partes, mas somente representa a
relacdo entre a parte e o todo. A tarefa da Figura 5 apresenta que 0 que esta em

questao néo é o fato de os terrenos possuirem formatos diferentes, mas as areas
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em si serem as mesmas. Desse modo, uma figura pode estar dividida em trés partes

diferentes e, mesmo assim, uma dessas partes pode representar 1/3 da figura.

Figura 5 — Exemplo do artigo A6 de tarefas de particionar e iterar

Ha um bolo com formato quadrado. Trés pessoas querem dividir
igualmente o bolo todo como mostrado. Vocé acha que cada pessoa tera
1/3 do bolo? Vocé acha que cada parte presenta 1/3 do bolo?

'.\' "
l"\' " 4 pesson
.2' pl;amg. : C ' uestio
i / "l |Se“sim”, modela e explica seu raciocinio para justificar que cada parte
< = -+« - representa 1/3 do bolo.
‘ S ppeses |5 “ndo”, explica arazio.
F i I

Sua explicacio devera focar no significado, explicitamente correlacionada com o seu raciocinio, e usar
linguagem apropriada para que um aluno de Ensino Fundamental pudesse compreender facilmente.

Fonte: Lee, M. e Lee, J-E (2021), traducédo nossa.

Na tarefa de Lee e Lee (2021), cerca de 48% dos participantes responderam
corretamente que cada pedaco representava 1/3 do bolo, e 52% responderam que
0os trés pedacos ndo eram iguais. As estratégias adotadas por aqueles que
responderam corretamente a tarefa estavam relacionadas, em sua maioria, com a
contagem seguida do célculo da area das partes. Por outro lado, os professores que
erraram a tarefa demonstraram: (1) concepcao equivocada sobre o uso da malha
pontilhada; (2) entendimento incorreto do que seja area; (3) checagem visual
dependente; (4) compreensédo equivocada sobre modelos de area de fragbes; e (5)

pensamento estereotipado sobre tarefas.

Quarta categoria: Tarefa sobre a compreensédo da importancia da unidade de

referéncia

O artigo A2 foi o Unico aderente a esta categoria. Os autores estudaram o
conhecimento de professores nos quesitos de equabilidade das partes, fracbes
como numeros, compreensao do todo (Figura 6) e fracdes unitarias. Nesse interim,
ha reflexdo de que néo basta a tarefa dizer que 1/2 dos livros da casa de Steve séo
de ficcdo e que 1/5 dos livros de Andrew sdo desse mesmo género pois, nesses
casos, como ndo conhecemos a unidade de referéncia em ambas as situacoes,
torna-se impossivel comparar as duas fragdes. Por exemplo, se em ambas as casas,
as familias possuem 30 livros ao todo, entédo, na casa de Steve tera mais livros de
ficcdo do que na casa de Andrew pois, 1/2 de 30 livros sdo 15 livros e, 1/5 de 30
livros sédo 6 livros, respectivamente. No entanto, se na casa de Steve possuir 30
livros em geral e na casa de Andrew 90 livros, entdo na casa de Andrew ter4 mais

livros de fic¢éo pois 1/5 de 90 livros sdo 18 livros e 18 é maior do que 12.

Perspectivas da Educacdo Matematica — INMA/UFMS —v. 16, n. 42 — Ano 2023



14

Figura 6 — Exemplos do artigo A2 de tarefas de compreenséo do todo

Compreensdo do todo.

Um grupo de alunos estdo investigando os livros que eles tém em suas casas. Steve percebeu que 12
dos livros da sua casa sio livros de ficgio, enguanto Andrew percebeu que 1/5 dos livros de sua familia
s3o de fiegdo. Steve afirma que sua familia tem mans livros de fiecdo que a familia de Andrew.

a) O Steve esta necessaniamente correto? Sim ou Nio.

b) Por que / Por que nio?

c) Qual acdo, caso exista, voof tomana como professor para responder a Steve?

Fonte: Lewis e Perry (2013), traducdo nossa.

A necessidade de identificar a unidade de referéncia quando os numeros
fracionarios estao integrados em situacdes-problema também foi apontado no artigo
A3 ao trazer a reflexdo de que, na divisdo 2/3 +3/4=8/9, por exemplo,
geralmente ao se perguntar quantas vezes 3/4 cabem em 2/3, € respondido que
cabem 8/9 grupos do todo (2/3), mas o correto seria 8/9 grupos de 3/4, como

ilustrado na Figura 7.

Figura 7 — Algoritmo da divisédo baseado no significado da unidade de referéncia

3 partes
™
J partes < |
~ 4 partes
y
2 partes
(a) representacéo visual de 2/3 (b) representacéo visual de 3/4
3 partes
Y
Jpartes < _
- 4 partes
4
2 partes

(c) 2/3 tem 2 x 4 partes do comprimento de 1/4 x 3 e 3/4 tem 3 x 3 partes do comprimento de 1/4x3

Fonte: Adaptado de Copur-Gencturk (2021).

O exemplo da Figura 7 expde que, 2/3 + 3/4 pode ser conceitualizado como
o numero de grupos do divisor e 3/4 como um numero que pode ser formado a partir
do dividendo, 2/3. Tendo em conta que representagfes fracionarias dependem de

reparticbes iguais, € necessario criar um denominador comum para essas duas
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fracOes, 2/3 e 3/4, para a representacdo fracionaria do quociente. Como mostrado
na Figura 7c-cor azul, um grupo do divisor 3/4 pode ser feito com 3 x 3 partes
iguais. O dividendo 2/3 pode ser feito com 2 x 4 partes iguais (Figura 7c-cor verde).
O quociente (isto é, o numero de grupos do divisor) pode, entdo, ser achado
dividindo o numero total de partes, 2 x 4, pelo nimero de partes de uma unidade de
referéncia, 3 x 3. Essa abordagem fornece uma explicacdo conceitual do algoritmo
de divisdo no qual a/b +c/d = (a xd)/(c X b), que foca no fato de que a unidade

de referéncia para o quociente é o divisor, e também cria uma explicagdo

significativa para o denominador do quociente.
Revisdo Narrativa de Literatura

Assim como a sistemética, a revisdo narrativa de literatura (RNL) tem carater
qualitativo e descritivo (BOGDAN; BIKLEN, 1994), sobre tarefas planejadas para
investigar unidade de referéncia ou fracdo unitaria. A busca por artigos cientificos
harmonizados com esse tema ocorreu no Google Scholar com 0s mesmos
descritores da sistematica, traduzidos para a lingua portuguesa.

Inicialmente a pesquisa identificou 81 trabalhos (artigos, livros, dissertagoes,
teses, projetos, citacdes, etc). Desses, um foi excluido por estar em duplicidade e 66
por ndo serem artigos cientificos. Os 14 restantes seguiram para leitura dos titulos,
resumos, palavras-chaves e outras partes textuais com intuito de verificar se
atingiam o objetivo proposto para o presente trabalho. As leituras revelaram
distanciamento de 12 trabalhos. Os dois artigos que seguiram para descricdo e
analise estdo apresentados no Quadro 3, com roétulos B1 e B2, entre outras

identificacdes.

Quadro 3 — Artigos cientificos selecionados no Google Scholar

Objetivo da RNL: Identificar no¢cBes de professores e futuros professores que ensinam
matematica emersas de tarefas planejadas para investigacdo sobre unidade de
referéncia ou fragcdo unitaria apontadas em artigos cientificos da Educagdo Matematica.

Base | Ano Titulo Autor(es) Periodico
. N rag50s om m curso de. | SCNaE M| g o
S | 2014 O Da Silva, S.; P
Bl e formacao de professores dos )
5 o Soistak, M
3 anos iniciais
% Fracdo: conceito e aplicacdo
o i ; .
8 | 2021 da unidade de medida por Souza, M. Boletim Gepem
B2 O professores e futuros
professores

Fonte: Google Scholar (2023).
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Resultados da Revisdo Narrativa de Literatura

A leitura e analise dos dois artigos (Quadro 3) nos conduziram a identificacao
de duas categorias relativas as noc¢des de professores e futuros professores sobre a
unidade de referéncia e fracdo unitaria emersas de tarefas matematicas: a primeira
tem a ver com a compreensédo da fracdo unitaria e a segunda sobre a compreensao
da importancia da unidade de referéncia.

O artigo B1 pode ser reconhecido como pertencendo as duas categorias.
Embora os autores ndo tenham declarado se a investigacdo versou sobre tarefas
com intuito de discutir a unidade de referéncia ou fracdo unitaria, na verdade, houve
argumentacfes importantes nesse sentido que nos impediram de exclui-lo de nossa
revisdo. As argumentacfes aconteceram ao longo de oficinas propostas em uma
formagéo continuada com 20 professores dos anos iniciais do ensino basico. As
oficinas objetivavam oportunizar aprofundamento conceitual em relagdo aos
nameros fracionarios e a vivéncia de praticas de ensino, incluindo a ideia de fracéo
como unidade de medida.

Inicialmente o formador estabeleceu que as fracfes unitarias sdo a unidade
de medida e que, para obté-las, € necessario dividir o todo em partes iguais, e tomar
uma parte. Mais tarde, realizou uma analogia entre o conceito de medida de
comprimento e as fracdes, por meio de uma atividade, com o objetivo de definir
fracdo unitaria. Para isso, usou trés retangulos divididos em partes iguais (Figura 8)
e conduziu um dialogo com os cursistas a fim de leva-los a compreensao da unidade

de medida e de sua importancia.

Figura 8 — Fracao unitaria por meio de retangulos

Retangulo A Retangulo B Retangulo C

NN BN

1l 1
2 4

Fonte: Schastai; Da Silva; Soistak (2014, s/p).

O trabalho com a tarefa da Figura 8 permitiu que os cursistas concluissem
que o denominador € o responsavel pelo “tipo de divisdo”, nas palavras deles
proprios, e que a representacdo de uma dessas partes leva as fragbes unitarias
1/2,1/3,1/4, respectivamente, que podem ser consideradas como unidades de
medida. Outras tarefas similares compuseram a oficina e permitiram que os autores
concluissem pelo estabelecimento de um elo entre a teoria e a pratica, contribuindo

para a compreensao de significados conceituais e procedimentais. Para os autores,
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os professores conceituaram as fragbes como o resultado de medir algo, tendo a

fracao unitaria como unidade de medida.

O artigo B2 estid alinhado com a segunda categoria — compreensdo da

importancia da unidade de referéncia. A autora investigou o conceito e como — e se

— a unidade apoia tarefas com numeros fracionarios de 121 participantes que atuam

no ensino basico (professores, gestores, pedagogos). Para isso, elaborou cinco

itens, quatro dos quais sao tarefas que requeriam compreensao de unidade (Quadro

9).
Quadro 9 — Quatro tarefas exploratorias da importancia do reconhecimento da unidade de
medida

Tarefa
“Foi oferecido a Marcos escolher entre 1/3 de pizza ou 1/2 de pizza. Como ele
estd com fome e gosta de pizzas, ele escolheu 1/2. Seu amigo Carlos pegou 1/3

1 de uma pizza e acabou comendo mais pizza do que Marcos. Como pode ser
iss0?”
“Assuma a unidade como sendo o comprimento de uma barra laranja mais uma
barra vermelha. A barra azul representa 9/12 em relacdo a unidade. Como vocé
explicaria para uma pessoa o fato de 9/12 = 3/4, somente com uso das
barras?”

2

“Tas e w76 Typeequation here.

Que .
fraink O comparada a 2

3
“Qual a localizagdo de 3/2 na reta abaixo?” e solicitava uma justificativa para
uma das 6 opc¢des eleita.

0 A 1 8 2 c 3 P
4 o

(
(B

()c

(

(

(

) D
) nenhuma das posicdes

) em qualquer uma das posigoes

Fonte: Souza (2021, p. 92-96).

A autora concluiu pela existéncia de lacunas sobre as compreensdes basicas

do que seja a unidade de medida para apoio a analise de situagdes que envolvam
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nameros fracionarios. Ademais, a unidade de medida ndo parece ter apoiado 0s

participantes para a resolucéo das tarefas.
A guisa de concluséo

As nocdes de unidade de referéncia e fracdo unitaria sdo fundamentais para
uma compreensao robusta sobre fragbes tanto conceitualmente como
procedimentalmente. Assim, as duas nocdes, portanto, sdo centrais para a Algebra
(VIZCARRA; SALLAN, 2005; SIEGLER et al., 2012; BOOTH; NEWTON, 2012;
COPUR-GENCTURK, 2021; LEWIS; PERRY, 2013), cuja capilaridade é indiscutivel
para a Matematica, as Ciéncias, a Engenharia e a Tecnologia, o que nos levou a
investigar nesta RSL e RNL, que nocdes emersas de tarefas planejadas para
investigacdo sobre unidade de referéncia e fracdo unitaria apresentam professores e
futuros professores que ensinam matematica, reveladas em trabalhos cientificos da
Educacdo Matematica?

Foram identificados que a compreensdo de unidade de referéncia pelos
professores parece influenciar as opc¢des de algumas resolucbes de tarefas
matematicas. Por exemplo, sua compreensao parcial pode leva-los a optar por
estratégias equivocadas (COPUR-GENCTURCK; OLMEZ, 2020; SOUZA, 2021;
POWELL et al., 2022), como adotar a mesma unidade de referéncia para operacoes
aritméticas com frac6es que tém unidades diferentes.

Com excecdo do artigo A6, todos os trabalhos que se referiam a
compreensao das fracdes unitarias comprovaram a hipétese de Ciosek e Samborska
(2016, p. 22) de que “em um procedimento iterativo de dissecar algo em n partes
iguais para constituir uma fracdo 1/n pode deixar a falsa crenca de que se um inteiro
estd dividido em n partes desiguais, nenhuma delas pode ser 1/n do seu
comprimento”. No caso do artigo A6, houve uma reflexdo de que, apesar de os
pedacos dos bolos terem formatos diferentes, € possivel que um pedaco seja
1/3 do bolo, pois o0 que é relevante é a area do pedaco do bolo em relacéo a area do
bolo e ndo seu formato.

Essa falsa crenca, ao lado da interpretacdo de que a Unica forma de obter 1/n
de um todo dado é dividindo-o em n partes iguais (POWELL, 2022), molda a
percepcdo equivocada de como muitos professores (e ndo apenas alunos, como na
investigacdo de Ciosek e Samborska (2016)) percebem o todo e uma fragao unitaria
associada, podendo influenciar negativamente na aprendizagem de alunos sobre

fracOes e operacdes aritméticas com fragoes.
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Os nove trabalhos da RSL, em geral, se concentraram em discussdes sobre
conhecimento de unidade de referéncia, fracfes unitarias e conceito de fracdo por
meio de tarefas. A respeito da unidade de referéncia, os artigos demonstraram que
houve pouca percepc¢éo ou atencdo ao inteiro nas tarefas por parte dos professores,
levando-os a cometerem equivocos, como 0s descritos no artigo A6.

Além disso, os artigos A5 e A7 também identificaram preferéncia dos
professores pelos modelos discretos em detrimento de continuos, apesar de essa
discretizagdo poder provocar a ideia de que a fracdo é, unicamente, a quantidade de
partes da unidade de referéncia (SOUZA; POWELL, 2021). A esse respeito, e a
pretexto de ampliacdo do escopo desta RSL, Abreu-Mendoza et al. (2020)
desenvolveram uma pesquisa com 49 criancas do 2° ano de uma escola municipal
de Newark, no estado de New Jersey, nos EUA com objetivo de examinar se o
controle inibitorio (habilidade para parar ou anular uma resposta mental ou motora
dominante — ROSENBERG-LEE, 2021) contribui para diferencas individuais no
raciocinio proporcional discreto, e se 0 raciocinio poderia ser aprimorado pela
estimulacdo continua. Os resultados da pesquisa de Abreu-Mendoza et al. (2020)
mostraram que o0 raciocinio proporcional das criancas pode ser melhorado
promovendo representacdes continuas em detrimento de estimulos unicamente
discretos e aprimorando as habilidades de controle inibitério. Representacdes
continuas, de acordo com Carraher (1996) e Siegler, Thompson e Schneider (2011),
estdo relacionadas com uma compreensao melhor do conceito de fragoes.

Por fim, o artigo B1 descreveu um trabalho formativo que promoveu alguma
compreensao sobre a unidade de medida por professores de anos iniciais do ensino
bésico. Os resultados de B1 mostraram desconhecimento do reconhecimento de
fracOes unitarias e da importancia do apoio da unidade de referéncia para solucao
de tarefas envolvendo fracBes. Essa conclusdo foi corroborada pelo artigo B2,
embora nao tenha sido um trabalho formativo, mostrou um retrato do status quo da
incompreensdo acerca da unidade de medida por atores que atuam no ensino
basico.

Concordamos com esses resultados e esperamos que mais programas de
formacao inicial e continuada de professores se debrucem sobre a compreenséo da

unidade de referéncia e de fragcao unitaria de maneira prioritariamente continua.
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