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RESUMO

Neste artigo apresenta-se a sintese do resultado de uma pesquisa qualitativa do tipo pesquisa-agéo,
sobre 0 ensino-aprendizagem dos numeros racionais em tarefas de matematica desenvolvidas por
grupos de estudantes do Ensino Médio. Foi realizado um estudo bibliografico no portal de dissertacfes
e teses da Capes com o intuito de verificar os tipos de tarefas utilizadas em pesquisas recentes. Apos
essa analise, adotou-se como pressupostos teéricos: a Trajetéria Hipotética de Aprendizagem (THA)
para elaborar as tarefas de matematica e entender os caminhos percorridos pelos estudantes; as
representacdes e os significados dos nimeros racionais para construir as tarefas de matemética e a
Teoria APOS para analisar os dados encontrados. Os resultados esperados foram ao encontro dos
objetivos e das hipoteses da THA, além de possibilitar a identificacdo das potencialidades e desafios
das tarefas de nimeros racionais no Ensino Médio.

PALAVRAS-CHAVE: Numeros Racionais. Ensino Médio. Trajetéria Hipotética de
Aprendizagem. Teoria APOS.

ABSTRACT

This article presents a synthesis of the result of a qualitative research of the type research-action, on
the teaching-learning of rational numbers in mathematics tasks developed by groups of high school
students. A bibliographical study was carried out on the Capes dissertations and theses portal in order
to verify the types of tasks used in recent research. After this analyze, the following theoretical
assumptions were adopted: the Hypothetical Learning Trajectory (HLT) to prepare the math tasks and
understand the paths taken by the students; the representations and meanings of rational numbers to
build the math tasks and the APOS Theory to analyze the data found. The expected results were in the
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line with the objectives and hypotheses of HLT, in addition to enabling the identification of the
potentialities and challenges of rational number tasks in the High School.

KEYWORDS: Rational Numbers. High School. Hypothetical Learning Trajectory. APOS
Theory.

Introducao

As representacdes e significados dos numeros racionais estdo presentes na
vida do estudante, desde a Educacéo Basica até a sua trajetéria como cidadéo e
podem influenciar sua formacdo. Por isso, é importante investigar os desafios
enfrentados por ele ao lidar com esses numeros ao final do ciclo do Ensino Médio.

Pesquisas académicas realizadas por Severo (2009), Krug (2015) e Oliveira
(2017), mostraram resultados em que seu ensino tende a ser pautado em processos
mecanizados, com exercicios genéricos e sem nenhuma contextualizacdo com o
cotidiano do estudante. Os autores também apresentaram resultados mostrando que
os estudantes possuem dificuldades na compreensdo das representacdes e
significados dos numeros racionais; e que também, ha vantagens em utilizar
estratégias diversificadas na resolucéo de tarefas sobre os niUmeros racionais.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), principal documento normativo
gue fundamenta as propostas curriculares para a Educacdo Basica, destaca a
importancia do desenvolvimento das competéncias e habilidades dos numeros
racionais nos anos finais do Ensino Fundamental 1. Porém, embora ndo aborde
especificamente esses niumeros no Ensino Médio, ressalta que a area da Matematica
e suas Tecnologias no Ensino Médio "propde a consolidacdo, a ampliacdo e o
aprofundamento das aprendizagens essenciais desenvolvidas no Ensino
Fundamental”. (BRASIL, 2018, p. 527).

Desse modo, o proprio sugere que 0s conhecimentos matematicos estudados
no ciclo anterior sejam explorados sob uma perspectiva integrada a realidade dos
estudantes em diversos contextos no Ensino Médio. Ainda, neste documento
destacam-se as seguintes competéncias especificas da Mateméatica e suas

tecnologias para o Ensino Médio:

3. Utilizar estratégias, conceitos, definicbes e procedimentos
matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas
em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a
adequagcdo das solucbes propostas, de modo a construir
argumentacdo consistente. 4. Compreender e utilizar, com
flexibilidade e precisdo, diferentes registros de representacao
matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional, etc.),
na busca de solucé&o e comunicacdo de resultados de problemas. 5.
Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos
e propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos,
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como observacdo de padrdes, experimentacbes e diferentes
tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de uma
demonstracdo cada vez mais formal na validacdo das referidas
conjecturas. (BRASIL, 2018, p. 530).

Assim, essas competéncias podem estar relacionadas as diferentes formas de
organizar a aprendizagem, com base nos proprios processos de constru¢do do
conhecimento matematico em situacdes do cotidiano (BRASIL, 2018).

Outras avaliagbes da Educacgéo Basica também verificam os conhecimentos
dos estudantes sobre esses numeros. O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM)
avalia as competéncias e habilidades desenvolvidas pelos estudantes e em sua matriz
de referéncia 2022 apresenta as seguintes competéncias relacionadas aos numeros

racionais:

Competéncia de area 1. — Construir significados para os nameros
naturais, inteiros, racionais e reais. H1 — Reconhecer, no contexto
social, diferentes significados e representagbes dos numeros e
operacdes — naturais, inteiros, racionais ou reais. H2 — Identificar
padrdes numeéricos ou principios de contagem. H3 — Resolver
situacdo-problema envolvendo conhecimentos numéricos. H4 —
Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na construcao de
argumentos sobre afirmac¢des quantitativas. H5 — Avaliar propostas de
intervencdo na realidade utilizando conhecimentos numéricos.
(BRASIL, 2021, p. 5).

Diante disso, esta pesquisa se originou a partir desses desafios e da seguinte
problematica: quais potencialidades e desafios sdo revelados no processo de
elaboracdo e desenvolvimento de uma THA sobre niameros racionais, desenvolvida
com um grupo de estudantes do Ensino Médio?

E teve como objetivo investigar potencialidades e desafios na elaboracao e no
desenvolvimento de uma Trajetéria Hipotética de Aprendizagem na perspectiva do
professor-pesquisador e dos estudantes sobre os niameros racionais, implementada

com um grupo de estudantes do Ensino Médio.
Procedimentos metodolédgicos

A pesquisa realizada € de natureza qualitativa, segundo as ideais de Bogdan e
Biklen (1994, p. 47-51) e do tipo pesquisa-acdo de Thiollent (1986), em que o
professor-pesquisador se torna reflexivo sendo capaz de analisar e repensar suas
proprias metodologias de ensino. Os instrumentos de coleta de dados foram
protocolos de atividades, gravacdes de audio e diario de bordo sobre as tarefas
resolvidas pelos estudantes.

Este estudo foi desenvolvido em sala de aula da Escola Técnica do Estado de

Séo Paulo, Etec Sdo Mateus, localizada na zona leste de Sao Paulo capital. Ao todo
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foram 39 estudantes, na faixa etaria de 17 a 18 anos, da 32 série do curso de Técnico
em Nutricdo e Dietética Integrado ao Ensino Médio (ETIM). O professor-pesquisador
€ o proprio professor titular que lecionou para essa turma desde 2020 até 2022.

Para responder a problematica desta pesquisa, realizou-se estudos a partir: (i)
de dissertacdes e teses no portal de periédicos da CAPES, com intuito de investigar
quais sao os tipos de tarefas matematicas desenvolvidas em pesquisas na sala de
aula, bem como seus principais resultados, adotadas no ensino dos nimeros racionais
no Ensino Médio; (ii) da proposta da Trajetéria Hipotética de Aprendizagem descrita
por Simon (1995) para elaborar as tarefas matematicas sobre os nimeros racionais;
(i) dos aspectos didaticos relacionados as representacdes e os significados dos
nameros racionais, segundo as ideias de Kieren (1976), para elaborar as tarefas
matematicas propostas na THA; e por fim, (iv) da teoria APOS de Dubinsky (1991)
para analisar os resultados encontrados referente a compreensdo do estudante na

resolucao das tarefas sobre os niUmeros racionais.

Figura 01 - Fluxograma sobre o caminho da pesquisa
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Fonte: elaborado pelo autor (2022).

Trajetorias hipotéticas de aprendizagem

Simon (1995) desenvolveu um modelo de ensino que possibilita identificar os
principais aspectos importantes para o planejamento e desenvolvimento de aulas de

matematica, a TrajetOria Hipotética de Aprendizagem (THA). Segundo o autor:

€ composta por trés componentes: o objetivo de aprendizagem que
define a direcdo, as tarefas de aprendizagem, e o processo hipotético
de aprendizagem - uma previsdo de como O pensamento e a
compreensdo do aluno evoluirdo no contexto das tarefas de
aprendizagem. (SIMON, 1995, p. 136, traducdo nossa).
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Nesse sentido, a THA pode contribuir para o planejamento e desenvolvimento
de aulas e tarefas matematicas que sejam relevantes para o estudante. O autor
descreve que para elaborar a THA deve-se considerar alguns aspectos importantes:
(a) aidentificacao clara do objetivo de aprendizagem do professor; (b) o levantamento
do conhecimento matemético atual dos estudantes; (c) o planejamento de tarefas
matematicas para alcancar o objetivo; e (d) as tarefas matematicas como ferramentas
para aprendizagem de conceitos matematicos.

Apbs definir o objetivo de aprendizagem, é necessario pensar sobre o processo
hipotético de aprendizagem — considerando o conhecimento matemético atual dos
estudantes e os desafios que surgirdo no percurso do desenvolvimento da THA — que
contemplem um conjunto de tarefas matematicas adequadas ao objetivo. Dessa
maneira, essas etapas podem viabilizar a elaboracéo de tarefas matematicas eficazes
para o ensino-aprendizagem de matemaética.

Ainda, o autor destaca trés tipos de tarefas importantes nesse caminho: tarefas
iniciais, realizadas com os conhecimentos prévios dos estudantes; tarefas reflexivas,
levam os estudantes a refletirem e geram abstracdo de regularidades na relagao
atividade-efeito; e tarefas de antecipacdo, que exigem abstracdo e analise de
regularidades nessa relagcéo. (SIMON; TZUR, 2004).

De acordo com Simon (1995), os elementos de constru¢cdo da THA denominado
“Ciclo de Ensino de Matematica” representam as inter-relagfes ciclicas que ocorrem
entre o conhecimento do professor, a avaliagdo do conhecimento dos estudantes, a

realizacdo das tarefas e a THA, como mostra a figura 02.
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Figura 02 - Dominios do conhecimento do professor, THA e interacBes com o0s alunos
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Fonte: Simon (1995, p. 137, tradugdo nossa).

As tarefas matematicas elaboradas sdo baseadas: (i) nos objetivos de
aprendizagem do professor; (ii) has hipéteses do professor sobre o conhecimento dos
estudantes; (iii) nas hipéteses do professor sobre o processo de aprendizagem; (iv)
no conhecimento de Matematica do professor; (v) no conhecimento de tarefas
matematicas do professor; (vi) nas Teorias de Ensino-Aprendizagem do professor; (vii)
no conhecimento do professor sobre a aprendizagem dos estudantes sobre um
conteudo; e (viii) na avaliacdo do conhecimento dos estudantes. Diante disso, a THA
pode ser modificada do inicio ao fim de seu desenvolvimento, cabendo ao professor
ajusta-la conforme a necessidade dos estudantes para alcancar seu objetivo.

Dessa forma, a THA pode possibilitar caminhos para a reflexdo sobre a
construcdo de conhecimentos matematicos e também pode contribuir para o processo
de ensino-aprendizagem, sob uma perspectiva inovadora, na implementacdo dessa

teoria no curriculo de Matemética nas escolas da Educacéo Basica.
Representacdes e significados dos numeros racionais

Os numeros racionais muitas vezes representam desafios para os estudantes
desde os anos finais do Ensino Fundamental Il e Ensino Médio. Além disso, também
sao objetos de estudo e pesquisa ho campo da Educacdo Matematica pelos desafios
de compreensao de suas representacdes e significados pelos estudantes.

As principais ideias desenvolvidas sobre esse conjunto numérico no curriculo

escolar tendem a ser abordadas por uma forma especifica de interpretacdo e
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mecanizada. Assim, os professores deixam de lado outras representacbes e

significados que poderiam ser mais bem explorados, o que mostra reflexos na
compreensao desse conjunto pelos estudantes. (KIEREN, 1976).

Segundo Guidorizzi (2013, p. 19), os nUmeros racionais sédo representados por

«m _ (a

Q= {b

{..,—3,-2,-1,0,1,2,3,...}". Os numeros racionais também podem ser representados

a,b€eZb=+ 0}, no qual Z indica o conjunto dos numeros inteiros Z =

nas seguintes formas: numérica (fracionaria % decimal 0,4, percentual 40%) e
geométrica (figuras divididas em partes iguais). Na forma fracionaria, se dividir o
numerador 2 pelo denominador 5, obtém-se a forma decimal 0,4. Esse tipo de divisao
pode resultar em um decimal finito (% = 0, 5) ou decimal infinito conhecido como dizima
periddica (% = 0,333 ...). Naforma percentual, a nocao de Porcentagem esta na fracao
cujo denominador é 100, representada por n% ou %, assim 0,4 pode ser escrita

40

= 0
como —— ou 40%.

Outra ideia matematica importante na representacdo fraciondria € a

Equivaléncia. A fragdo equivalente é uma fracdo que representa 0 mesmo nimero ou

guantidade e para encontra-la basta multiplicar o numerador e o denominador pelo

- o e JI 2-20 ~
mesmo numero. Por exemplo, a fragao r multiplicada por 20, T30 resulta na fracao

equivalente %, 0 gque representa 0 mesmo valor de 0,4.

O pesquisador Kieren (1976) apresentou quatro significados (subconstrutos)
basicos e fundamentais no processo de compreensdao e construcdo de numero
racional: quociente, medida, razdo e operador. O autor ndo considera o significado
parte-todo como outros pesquisadores, pois para ele essa ideia ja esta presente no
quociente, medida e operador. Porém, é importante para o estudante conhecer esse
significado antes de usar 0s outros.

A relagéo parte-todo significa a divisdo do numero fracionario %, em que o todo

foi dividido em “b” partes e foram consideradas “a” partes. Nesse sentido, temos
~ 1 . . , .o

como exemplo a fracao S que indica que o todo esta divido em quatro partes e que

uma delas foram tomadas.

O quociente representa o resultado da divisdo de dois numeros inteiros,

podendo ser associado a definicdo formal de nUmeros racionais, em que % comaeb
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sendo inteiros e b diferente de zero. Assim, pode-se afirmar que a fracédo % significa

duas unidades de chocolate divididas em cinco parte iguais, por exemplo.
A medida significa o préprio quociente da ideia de “quanto cabe” e duas
grandezas da mesma natureza. Por exemplo, escolhendo a unidade de medida de

capacidade, pode-se identificar quantos copos de suco de 200 ml cabem em 1 litro

. 200 1
de suco, ou seja, —— ou -.
1.000 5

A ideia de raz&o esta na comparacao de partes com partes e nao partes com o
todo. Logo, sua representacdo fracionaria pode ser utilizada com indice de

comparacao entre duas grandezas. Por exemplo, numa caixa com dez bolas, pode-
- 4 2 .
se representar a razao entre bolas pretas e vermelhas por -ouz, assima cada dez

bolas, quatro séo pretas e seis sao vermelhas.
O operador representa as transformacdes em que um numero racional pode

sofrer por meio das operacbes matematicas basicas. Nesse sentido, pode-se
~ 1 ~ . 2 ..
transformar a fragao > na fracdo equivalente B multiplicando o numerador e

denominador por dois, por exemplo.
Também, considerando o conjunto Q, pode-se propor as operacdes de adi¢ao,
subtracdo, multiplicacdo e divisdo de numeros racionais, em especial nas fracoes.

Assim, a partir de Q, na adi¢cao e subtracdo tem-se:

a e_axd bxe a_c_axd bxe - izando a nocdo de equivaléncia
b ' d_ bxd ' bxd b d bxd bxd' ¢ g

efetuar essas operacdes, transformando os denominadores em valores comuns.
Na multiplicagéo tem-se:

a c axc

s X == onde numerador € multiplicado por numerador e 0 mesmo ocorre

com denominador.

E na divisdo tem-se:

>
CEEH

, pois multiplica a primeira fragao pelo inverso da segunda fracdo, o que

alqlsie
Il

ala

LYY

significa dividir a fragéo por 1.

Dessa maneira, se 0s numeros racionais fossem considerados apenas uma
extensdo dos numeros inteiros ou algoritmo, permaneceriam apenas no campo dos
nameros. Porém, quando se usa a visdo dos significados e representacdes, 0s
nameros racionais se tornam significativos para a aprendizagem dos estudantes
possibilitando contato com outros dominios da matematica desde os anos iniciais da
Educacéo Basica. (KIEREN, 1976).

Perspectivas da Educacdo Matematica — INMA/UFMS —v. 16, n. 42 — Ano 2023



Teoria APOS

Dubinsky (1991) prop6s um meétodo que possibilita a compreensdo do
mecanismo de abstracdo reflexiva (proposto por Piaget em 1980), a teoria APOS
(action, process, object, scheme). Esse mecanismo pode auxiliar na compreensao de
como o0 estudante constréi seu conhecimento matematico. A respeito desse

mecanismo, o0 autor destaca que:

O conceito de abstracao reflexiva pode ser uma ferramenta poderosa
no estudo do pensamento matematico avancado, que pode fornecer
uma base teorica que apoia e contribui para a nossa compreensao do
gque é e como podemos ajudar os estudantes a desenvolver a
capacidade de se envolver nele. (DUBINSKY, 1991, p. 95).

Para o autor, a abstragdo reflexiva possibilita criar um quadro geral para
descrever qualquer conceito matematico e como adquiri-lo. Em seu estudo apontou
alguns exemplos de abstracao reflexiva considerando os quatro métodos analisados
por Piaget, importantes para o desenvolvimento do pensamento matematico
avancado, e acrescentou um quinto método que Piaget ndo considera como abstracdo
reflexiva. Assim, destacam-se 0s seguintes métodos de construcdo da abstracao
reflexiva:

i. Interiorizacao € o processo que utiliza “[...] simbolos, linguagens, imagens e
imagens mentais [...] para representar (...) ou seja, para construir processos internos
como forma de dar sentido a fenébmenos observados”. (DUBINSKY, 1991, p. 100). O
estudante constréi um conjunto de acdes que podem ser executadas mentalmente,
sem necessariamente indicar as descricdes durante a agao, ou seja, como algum
calculo numa prova sem o passo a passo. Um exemplo considerando os numeros
racionais € quando o estudante representa uma metade na forma fracionaria, na forma
decimal e na forma geométrica, interiorizando que as diferentes acdes resultam no
mesmo objeto matemaético.

ii. Coordenacéo € quando “[...] envolvem a composigédo ou coordenagao de dois
ou mais processos para construir um novo”. (DUBINSKY, 1991, p. 100). Assim, é por
meio da coordenagédo que se pode fazer a composi¢cdo entre objetos, acbes ou
processos para construir novos elementos. Um exemplo de coordenacao envolvendo
0S numeros racionais é quando o conceito de equivaléncia € utilizado para transformar
denominadores diferentes em iguais, o estudante usa a multiplicacao para igualar os
denominadores (coordena processos) e efetua a operagdo de soma com as novas

fracOes equivalentes as iniciais.
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iii. Encapsulacéo € a “[...] conversdo de um processo (dindmico) em um objeto
(estatico)”. (DUBINSKY, 1991, p. 100). Segundo o autor, essa pode ser considerada
a construcao mais importante (na Matematica) e a mais dificil (para os estudantes),
por isso eles devem estar cientes desse processo. Um exemplo envolvendo os
nameros racionais é a propor¢ao, onde o estudante relaciona grandezas (dindmico) e
testa afirmacdes em cima dos resultados obtidos pela fracéo (estatico).

iv. Generalizacdo € quando o estudante “aprende a aplicar um esquema
existente a uma colecdo mais ampla de fendmenos, dizemos que o esquema foi
generalizado”. (DUBINSKY, 1991, p. 101). Logo, pode acontecer quando se
compreende a aplicabilidade mais ampla do esquema e, também, quando um
processo € encapsulado em um objeto. O autor cita outro exemplo sobre 0os nimeros
racionais, em que quando existe a razao entre duas quantidades de maneira que um
esquema existente como igualdade ou adi¢édo, pode ser aplicado a ele para obter uma
proporcao ou multiplicacdo. O esquema permanece inalterado, mas a aplicabilidade
se torna mais ampla, pois o objeto muda para o estudante na medida que ele
compreende como 0 esquema pode ser assimilado.

v. Reversibilidade é acrescentada pelo autor que a apresenta como “[...] um
NOVO processo que consiste em inverter o processo original”. (DUBINSKY, 1991, p.
101). Deste modo, caracteriza-se na possibilidade de pensar de forma ao contrario,
sem desfazer o sentido inicial, mas em construir um novo processo revertendo o
original. Um exemplo envolvendo 0s numeros racionais € quando o estudante
converte uma fracdo/decimal para a representacdo de porcentagem e vice-versa.

Os tipos de abstracdo reflexiva podem ser trabalhados individualmente ou
combinados entre si. Nesse sentido, a teoria APOS possibilita a andlise da construcao
de conceitos matematicos a partir das etapas de acao, processo, objeto e esquema
trabalhados em qualquer ordem, tendo os cinco tipos de constru¢do organizados

como mostra a figura 03.
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Figura 03 - Esquemas e sua construcao
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Fonte: Dubinsky (1991, p. 106, traducéo nossa).

O objeto pode ser considerado todos 0s objetos matematicos como numeros,
variaveis, conjuntos, funcdes, dentre outros e devem ser construidos pelo estudante
durante o desenvolvimento de seu conhecimento matematico. Uma acdo é toda
transformacdo em que 0s passos realizados sobre um objeto matematico sdo
compreendidos. Um processo € uma construcao interna em que o estudante realiza
uma acdo e passa a ter controle sobre a transformacdo do objeto matemaético,
possibilitando descrever os passos e inverté-los quando for conveniente. E finalmente,
quando uma colecdo de objetos e processos sdo organizados de maneira
estruturadas, entdo formam um esquema. (PRADO, 2010).

Apresentacdo, analise e discusséo das tarefas de nUmeros racionais

A questdo apresentada a seguir € da tarefa | e parte de uma tarefa inicial sobre
o significado de parte-todo e sua representacao numérica e geométrica. A partir desta
tarefa percebeu-se que os estudantes possuem seus proprios conhecimentos sobre
um objeto matemaético, por isso € importante valorizar o conhecimento matematico
atual do estudante na realizacdo das tarefas. Além disso, determinados
procedimentos realizados pelos estudantes ajudaram a compreender melhor como a
situacao-problema foi resolvida.

1) Desenhe um retangulo, divida-o em trés partes congruentes e pinte uma.

Responda:

a) Qual é o numerador? Qual € o denominador? Qual é a fracédo representada?

b) Que significado esta representado?

c) Divida as partes ao meio, qual € a fracéo obtida?

d) Observe os dois desenhos, que relacao possuem? O valor mudou?
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Ao analisar os dados, verificou-se que 0s estudantes conseguiram resolver

corretamente os itens 1- a), b), ¢), como mostram as figuras 04 e 05.

_ Figura 04 — Resolucéo do item 1- a), b) e ¢) corretamente

Fonte: Protocolo produzido pela pesquisa (2022).

_Fiuta_OS — Resolucao do item 1- a), b) e ¢) corretamente

Fonte: Protocolo produzido pela pesquisa (2022).

Porém alguns estudantes ao resolverem o item 1- d) apresentaram confusao
na compreensdo da conversao entre a representagcdo numérica, geomeétrica € o

significado de parte-todo, como mostram as figuras 06 e 07.

Figura 06 — Resolucéao do item 1- d) confuso

Fonte: Protocolo produzido pela pesquisa (2022).
Figura 07 — Resolugéo do item 1- d) confuso

Fonte: Protocolo produzido pela pesquisa (2022).

Grupo 2
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(Professor): A partir do significado de parte-todo e equivaléncia, o que vocé
associou?

(Estudante): Os dois representam a mesma coisa, s6 que um é o dobro do
outro. E s6 isso.

Ao analisar a resolucdo do item 1) a partir de Dubinsky (1991), foi possivel
observar que os estudantes compreenderam a representacdo numérica e geomeétrica
dos numeros racionais ao executar as acfes coordenando 0S processos e
interiorizando as representacdes e o significado de parte-todo. E interessante destacar
para o professor que deve relembrar o estudante quando abordar esse significado
numa situacao-problema.

Durante a resolucdo do item 3) da mesma tarefa, os estudantes realizaram
processos e conversdes mentalmente.

3) A partir do significado de parte-todo e equivaléncia, escreva:

a) Uma fracao equivalente a i cujo numerador seja 20.

b) Uma fracdo equivalente a % cujo denominador 30.

Figura 08 — Resolucéo do item 3- a) e b) direto

@a-,\d_-a_ =>[40
4 8o

Fonte: Protocolo produzido pela pesquisa (2022).
Figura 09 — Resolucéo do item 3- a) e b) direto
T,Guu*g 5
Q) 0
20

o AR
20

Fonte: Protocolo produzido pela pesquisa (2022).

Uma vantagem desse tipo de tarefa € que com questdes abertas foi possivel
identificar a utilizacdo do simbolo "implica" como igualdade, um pequeno equivoco no

uso dos simbolos em processos matematicos, como mostra a figura 08.
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Analisando o item 3) segundo as ideias de Dubinsky (1991), os estudantes
compreenderam parte-todo e fracdo equivalente ao anteciparem o resultado das
conversoes, interiorizando e realizando a¢cdes mentais na transformacao das fracoes
em fracdes equivalentes (novos objetos matematicos).

A proxima questdo é da tarefa Il e € uma tarefa inicial e reflexiva sobre os
significados de quociente e operador - adicdo e subtracdo - com fracoes.

Dois grupos de estudantes apresentaram pequenas confusdes no processo de
resolucdo do item 1) e 2), realizando o processo correto, porém apresentado o
resultado incorreto, como mostram as figuras 10 e 11.

1) Ana comprou um automovel que custava R$ 30.000,00 em 60 prestacdes
iguais. Responda:

a) Qual é a fracdo que representa essa situacdo? Qual é o valor de cada
prestacao?

b) O que significa o valor do numerador? E do denominador?

2) Um grupo de guatro amigos se reuniu no fim de semana para comer pizza.
Sabendo que eles compraram 3 pizzas grandes e comeram a mesma quantia,
responda:

a) Qual é a fracdo que representa essa situacao? Quantos pedacgos cada um
comeu?

b) Qual é a relacéo entre o item 1 e 27?

Figura 1UO — Resolucéo do item 1) e 2) confuso

= _‘. = .‘9!'-..” L4 4‘ 0 28 Po s

Fonte: Protocolo produzido pela pesquisa (2022).

Figura 11 — Resolucéo do item 1) e 2) confuso
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2

Fonte: Protocolo prduzido pela pesquisa (2022).

Simon (2004) afirma que os desafios propostos em tarefas contextualizadas
envolvendo conceitos matematicos possibilitam ao estudante desenvolver habilidades
cognitivas, que sao mais significativas do que a metodologia baseada em processos
mecanicos, decorados e sem a compreensao real desses conceitos.

Entende-se que as questdes e 0s questionamentos sobre a relacdo entre duas
tarefas, qual o significado do processo; os desafios encontrados possibilitaram
reflexdes e discussdes relevantes que vao além da resolugcdo de processos
necessarios.

Ao analisar a resolucdo da tarefa a partir das ideias de Dubinsky (1991)
observou-se que os estudantes realizaram as acfes e coordenaram processos para
resolver os itens 1) e 2), montando as fracdes e efetuando a divisdo, compreendendo
gque em ambos o resultado € o quociente.

O item 3) propds uma soma e subtracdo de fragbes a partir de situacdes
contextualizadas, em que os estudantes utilizaram seus conhecimentos atuais e de
tarefas anteriores para resolverem corretamente.

3) Considerando seus conhecimentos, responda:

a) Considere que vocé ganhou um sanduiche e mais um terco de outro

sanduiche do subway. Qual é a fracdo que representa o total de sanduiche?
b) A partir da tarefa 2, suponha que um dos amigos comeu g pedacos de pizza.

Quantos pedagos restaram?

c) Que relacdo consegue ver nas duas situacdes?

d) Crie uma situacao que envolva a adicao ou subtracao de fracOes e explique
passo a passo Seu raciocinio.

Esse tipo de tarefa aberta possibilita ao professor a vantagem de colocar os
estudantes no centro de sua aprendizagem ao criarem e resolverem um problema
segundo o que aprenderam com as tarefas, como mostram as figuras 12 e 13.
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Figura 12 — Resolucao do item 3- a), b) e c) corretamente

Fonte: Protocolo produzido pela pesquisa (2022).
Figura 13 — Resoluc¢éo do item 3- d

Fonte: Protocolo produzido pela pesquisa (2022).

Analisando a resolucdo do item 3) pelos estudantes segundo as ideias de
Dubinsky (1991), eles interiorizaram, coordenaram e capsularam as fracdes aplicando
o conceito de fracdo equivalente para operar com adi¢céo e subtracédo de fracbes, além
de criarem e resolverem situagOes-problema a partir das tarefas anteriores.

Por fim, a ultima é a tarefa Ill, sendo uma tarefa inicial, reflexiva e de
antecipacao sobre os significados de porcentagem, medida e razdo a partir da
multiplicacéo e divisdo de niamero racionais.

A resolugdo do item 1) pelos estudantes possibilitou identificar que eles
conseguem utilizar conhecimentos aprendidos em tarefas anteriores para operar e
transformar fracbes em porcentagem, como mostram as figuras 14 e 15.

1) Transforme as fracbes em denominador 100 a partir da multiplicacdo de
fracOes equivalentes:

a) um meio, trés quartos, nove vinte avos e cinco doze e meio avos.

b) Escreva o que representa cada fracéo.

Figura 14 — Resolucédo do item 1- a) e b) corretamente
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Fonte: Protocolo produzido pela pesquisa (2022).

Figura 15 — Resolugéo do i

tem 1- a) e b) corretamente
Malblc

Fonte: Protocolo produzido pela pesquisa (2022

Ao analisar o item 1) a partir das ideias de Dubinsky (1991), os estudantes
realizaram acg0es e processos interiorizando o significado de porcentagem ao utilizar
um conceito conhecido para formar outro, antecipando e assimilando o objeto
matematico.

Por dltimo, na resolucdo do item 4) ndo houve desafios, apenas algumas
davidas sobre as operagcfes de multiplicacédo e divisao de fracdes.

4) Karina comprou 5 kg de chocolate para serem vendidos em embalagens de
1/4 de kg. Responda:

a) Quantos gramas tera cada embalagem?

b) Qual é o total de embalagens que ela tera para vender?

c) Qual é a fracdo que representa a razdo entre 5 embalagens e o total?

d) Qual é o percentual de 15 embalagens e o total?

O professor ndo precisou intervir, pois em todos 0s grupos os estudantes
utilizaram seus conhecimentos prévios nas conversfes para resolver a tarefa

corretamente, como mostram as figuras 16, 17 e 18.

Figura 75 — Resolugéo do item 4- a), b), c) e d) corretamente
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Fonte: Protocolo produzido pela pesquisa (2022).

Figura 76 — Resolucéao do item 4- a), b), ¢) e d) corretamente

Fonte: Protocolo produzido pela pesquisa (2022).

Analisando o item 4) a partir das ideias de Dubinsky (1991), os estudantes
coordenaram agodes, processos e generalizacéo para transformar as fracdes em novos
objetos matemaéticos, realizando corretamente a aplicacdo dos significados de

medida, razéo e operador com multiplicacéo e divisdo de fracoes.
Consideragbes

As tarefas da THA foram elaboradas com o intuito de que cada acéo realizada,
fisica ou mental, fosse atrelada a tarefa anterior, de modo que o estudante refletisse
e construisse conhecimentos mateméaticos a partir do seu conhecimento atual, com a
mediacdo do professor e pela resolucdo correta das tarefas em grupo. Nesse sentido,
0 professor-pesquisador teve desafios para elaborar essas tarefas, pois teve que
pensa-las a partir do conhecimento prévio e da necessidade dos estudantes. Também
teve que comparar com os tipos de tarefas utilizadas nas pesquisas realizadas para
saber o0 que seria aproveitado para elaborar as tarefas da THA. Outro desafio foi
estruturar as teorias estudadas para elaborar e desenvolver a THA. Ao analisar os
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dados coletados, a partir da teoria APOS foi possivel observar e destacar situacdes
relevantes para o ensino-aprendizagem de matematica durante a resolucdo das
tarefas pelos estudantes.

Durante a resolucdo das tarefas, os estudantes apresentaram duvidas sobre
termos matematicos que ndo se lembravam por ndo usarem h& muito tempo. Ainda,
pelo fato de algumas questdes serem “simples” ou 6bvias, os estudantes ficaram com
medo de errar por conseguirem resolver facilmente, uma consequéncia da tarefa
aberta, o que é diferente dos livros didaticos e por isso pode ser considerado uma das
possibilidades da THA. Em algumas tarefas, os estudantes compreenderam os
significados dos numeros racionais, porém apresentaram confusdo na forma de se
expressar na parte escrita.

O fato de as tarefas serem mais abertas proporcionaram que o0s estudantes
representassem os numeros racionais de diferentes maneiras. Assim, perguntas que
guestionavam os estudantes sobre as relacfes entre itens e significados das tarefas
geraram desafios em sua compreensdo, embora ndo sejam perguntas necessarias
para o entendimento do estudante, incentivaram os estudantes a refletirem e
discutirem entre si sobre os significados e representa¢cées dos ndimeros racionais,
destacando mais uma potencialidade das tarefas da THA.. Uma das tarefas solicitava
gue os estudantes criassem um problema ao refletirem e praticarem um conhecimento
matematico, o que mostrou resultados relevantes para o estudante sobre a fixacdo de
sua aprendizagem. As diferentes tarefas possibilitaram identificar: como os estudantes
utilizam a simbologia matematica no processo de resolucéo das tarefas, a escrita das
representacdes e dos processos desenvolvidos de diferentes maneiras dos numeros
racionais, 0os conhecimentos prévios e a participacdo ativa dos estudantes na
construc@o de seus conhecimentos matematicos em grupo.

Essas consideracdes s6 foram possiveis de se observar por causa dos tipos de
guestBes reflexivas elaboradas de maneiras diferentes dos exercicios dos livros
didaticos. Assim, a THA e a teoria APOS foram ferramentas essenciais no
desenvolvimento e na andlise da aprendizagem de matematica dos grupos de
estudantes. Também, a mediacdo do professor foi imprescindivel para que os
estudantes alcancassem o0s objetivos propostos na THA e nas tarefas. Outra
vantagem da THA foi a possibilidade do professor-pesquisador observar como 0s
estudantes utilizaram seus conhecimentos matematicos de maneira individual e como
interagiram em grupo realizando a troca de seus conhecimentos matematicos no

desenvolvimento das tarefas.
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Em sintese, a THA deu mais liberdade para os estudantes refletirem e se
expressarem sobre seus conhecimentos matematicos no individual e coletivo, o que
foi possivel identificar acertos e erros no processo de desenvolvimento das tarefas.
Além de ser um instrumento de ensino rico em possibilidades onde foi possivel
pesquisar sobre o professor-pesquisador, a tarefa e como 0s estudantes reagem aos
tipos de tarefas. Nesse sentido, € interessante incentivar que educadores e
pesquisadores se aprofundem em algum tema da area da Educacdo Matematica a

partir desses aspectos, trazendo resultados relevantes para esse campo de estudo.
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