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Resumo

Esse artigo parte da andlise de equivocos recorrentes cometidos por docentes dos anos iniciais e estudantes de
Pedagogia no que se refere a representacéo e operagcdo com ndimeros racionais. Com base em referenciais tedricos
sobre a formacdo matematica para a docéncia nos anos iniciais, se objetiva trazer a reflexdo o significado do
ntmero racional e o entendimento de suas diferentes formas de representagcdo. Uma sequéncia de sete atividades
que trabalham representagdes e a construgdo conceitual do nimero racional foi desenvolvida e analisada em aulas
na licenciatura em Pedagogia e discutidas em minicursos ministrados em eventos cientificos. As interpretacfes
dadas nas resolucdes dessas atividades sdo analisadas e as reflexdes oriundas dessa analise apontam caminhos para
a renovagdo da pratica pedagdgica dos professores que ensinam matematica no inicio da escolarizacao.
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Abstract

This article takes into account the analysis of recurrent errors produced by elementary school teachers and students
from Pedagogy course in relation to rational numbers representation and operations. Based on theoretical
references about training elementary school math teaching, this article aims the reflection about the meaning of
the rational number, as well the understanding of its different forms of representation. A sequence of seven
activities that work the conceptual construction of the rational number and its possible representations was
developed, and analyzed in class with students from Pedagogy course, and discussed in short courses in scientific
events. The interpretation given in the resolution of these activities it’s been analyzed and the reflections from this
analysis indicate pathways to renewal the pedagogical practice of teachers who teach mathematics at the beginning
of schooling.

Keywords: Rational Number, Students from Pedagogy Course, Elementary School Teachers.

Introducéo

A observacgéo de um problema recorrente presente na minha vivéncia profissional como

professora que ensinou matematica nos anos iniciais e finais do Ensino Fundamental, no Ensino
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Médio, no antigo Curso Normal e que, atualmente, desenvolve seu trabalho como pesquisadora
e professora de Matematica no curso de Pedagogia motivou a escrita desse artigo. O problema
recorrente é que entra ano, sai ano e a dificuldade que alunos e professores sentem para entender
e ensinar 0s numeros racionais persiste. Como Behr et all (1992) citam, ha um consenso de que
a aprendizagem do conceito de numero racional tem sido um sério obstaculo no
desenvolvimento matematico das criangas. Um grande nimero de artigos sobre esse tema tem
sido desenvolvido por diversos autores e aqui citaremos alguns deles, mas ndo ha argumentos
muito claros sobre quais sdo os melhores caminhos a tomar. Como citam Behr et all (1983),
varias questdes sobre como facilitar a construgcdo do nimero racional por criangas permanecem
sem respostas e, por iSSO mesmo, “nds precisamos encontrar que tipos de experiéncias as
criangas precisam para desenvolver seu conhecimento de numero racional” (p. 91). Esse
problema tem sido um dos focos de meus estudos e pesquisas e tem recebido meu incentivo
para que docentes e discentes pesquisem sobre esse assunto junto ao EDMAT — Grupo de
Estudos e Pesquisas em Educacdo Matematica. Para que as criangas encontrem seus caminhos,
é fundamental que seus professores também os encontrem. Por esse motivo, o publico alvo
desse estudo sdo os professores dos anos iniciais e a sua formacdo matematica inicial e
continuada. Shulman (1986, 2005) tem sido referéncia sobre o conhecimento que o professor
precisa ter para exercer sua profissdo docente e destaca como primordial que ele tenha um
profundo conhecimento daquilo que vai ensinar, 0 que envolve conhecimentos sobre contetdo,
curriculo e didatica, dentre varias outras categorias. Entre elas, “o conhecimento didatico do
conteddo adquire particular interesse porque identifica os corpos de conhecimentos distintos
para 0 ensino” (SHULMAN, 2005, p. 11). O autor defende que o professor procure
compreender como determinados temas se organizam, se representam e podem ser adaptados
para serem ensinados as diversas capacidades e interesses dos alunos. Ao pensarmos sobre a
formagéo docente para ensinar racionais, destacamos o trabalho de Ball (1988) que vem
investigando desde a sua pés-graduacao sobre a formagdo matematica inicial de professores nas
licenciaturas e as suas dificuldades para representar conceitos matematicos, particularmente a
divisdo, de forma apropriada.

Ao tratar desse tema, busca-se trazer a reflexdo o significado do nimero racional e suas
diferentes formas de representacdo, para assim se repensar novas opcOes para aprimorar a

pratica pedagogica. Duval (2004) nos ajuda a refletir sobre a distingdo entre o objeto
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matematico tratado e a sua representacao, seja ela simbolo, codigo, algoritmo ou outro registro

significativo e que permite a comunicagao entre o sujeito e a atividade cognitiva de pensamento.

NuUmeros racionais: um tema de dificil construcéo

Muitos pesquisadores tém dado énfase a seguinte pergunta: “O que os professores
precisam saber e precisam fazer para ensinar efetivamente? Ou, 0 que um ensino efetivo requer
em termos de conhecimento a ser aprendido” (BALL, THAMES E PHELPS, 2008, p. 394)?
Para esses autores essas questdes reforcam a necessidade de pesquisas no uso do conhecimento
no e para o ensino mais do que nos proprios professores. Apontam caminhos que ajudam nessas
investigagBes como, por exemplo, examinar os curriculos e parametros de ensino, analisar testes
que preparam os alunos para passar de ano, questionar especialistas sobre ideias matematicas e
habilidades que os professores deveriam ter, entre outras. Optaram, entretanto, por investigar
como os professores precisam aprender determinado contetdo, focar no trabalho de ensinar e
no que fazer ao ensinar matematica. “Que atividades sdo fundamentais para desenvolver na sala
de aula a matematica com integridade, onde as ideias dos estudantes sdo tratadas com seriedade
e o trabalho matematico ¢ individual, mas também coletivo” (BALL, THAMES E PHELPS,
2008, p. 394-395)? (Tradugéo da autora).

A partir dessa sugestéo, esse estudo foi realizado a fim de pesquisar possibilidades para
aprender e ensinar nimeros racionais. Ndo € intencao apresentar férmulas magicas e tampouco
se pretende esgotar o assunto aqui tratado, mas é fundamental destacar que muitas das
dificuldades de compreensdo do nimero racional e de suas operacdes que tém sido observadas
durante minha experiéncia profissional docente e académica tém sido também discutidas por
tedricos da didatica e da educacdo matematica. N&o estamos falando aqui da aplicacdo de
técnicas e regras para operagdes, mas no entendimento do que € um numero racional. Para
Campos e Rodrigues (2007, p. 69), “os nlimeros racionais constituem-se em um dos temas de
construcdo mais dificil, pois sua compreensdo envolve uma variedade de aspectos que se
configuram como obstaculos ao seu pleno dominio”. Behr et all (1983) também defendem que
“os conceitos associados aos nimeros racionais estdo entre as ideias mais complexas e
importantes que as criancas encontram ao longo de seus oito primeiros anos de escolarizacao”
(p. 92). Muitos docentes dos anos iniciais ndo compreendem o significado de nimero racional,

0 que € um sério problema de formacao, pois “0 professor precisa conhecer profundamente
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aquilo que vai ensinar” (SHULMAN, 1991, p. 394), “afinal, lacunas nessa area podem interferir
e comprometer tanto o preparo e o encaminhamento das aulas, como a escolha e o uso dos
materiais didaticos” (FARIAS, 2009, p. 117). Para Shulman (1986, 1991), faz parte da
formacéo do professor estudar o contetdo conceitual, didatico-metodoldgico e curricular da
matematica que vai ensinar. Além da significacdo do namero racional em forma de nimero
decimal, mais presente no dia a dia e mais intuitiva, ha de se considerar o conceito de racional
em forma de fragdo. Afinal, como sugere Duval (2004), a construgdo do conceito envolve uma
coordenacao de representacdes que pode ser explorada em diversas atividades, onde a cada
atividade o conceito pode ganhar novos elementos e se tornar mais sofisticado, caminhando em
direcdo ao conhecimento cientifico formalizado. A integracéo entre aspectos procedimentais e
conceituais pode permitir a construgdo de auxiliares simboélicos e operatérios na constituicdo
do conhecimento matematico. Assim, ndo vejo como defendem alguns educadores, priorizar a
forma decimal em detrimento da forma fracionéaria. Entendo que o conceito de nimero racional
sO pode ser compreendido na articulacdo cognitiva das suas diferentes representacdes, sejam
decimais ou fracionérias e as diferentes ideias que as acompanham. Saber aplicar as regras e as
técnicas de resolucdo permite agilizar os calculos, mas nao garante a conceituacdo. Em fato, as
representacdes podem ajudar na compreensdo do conceito de fragdo, mas € a articulacao entre
essas representacdes que podem, segundo Duval (2004), favorecer uma melhor aprendizagem
do objeto estudado.

Como o ensino de fragdes nas escolas enfatiza o constructo parte-inteiro, reforcando a
percepcao de 3/5 como 3 de 5 partes, mas ndo a interacao de 3 unidades abstratas de tamanho
um quinto, isto é 3 (1/5), Behr et all (1992, p. 319) defendem que “essa instrugédo ¢ inadequada
para desenvolver um entendimento completo dos nimeros racionais e dever-se-ia estender
outros constructos no contexto da matematica de quantidades”. Nunes e Bryant (2009) abordam
0 conceito de racional por meio de cinco aspectos que podem ajudar na significagéo do racional
em forma de frag@o: nimero, relacéo parte-todo, medida, quociente e operador. Indicam ainda
a necessidade da compreensdo dos diferentes aspectos que as fragdes podem assumir para uma
melhor compreensdo desses nimeros. Os curriculos oficiais brasileiros, por sua vez, trazem o
seguinte:

A pratica mais comum para explorar o conceito de fragdo é a que recorre a situacdes
em que esta implicita a relagdo parte-todo; é o caso das tradicionais divisdes de um
chocolate, ou de uma pizza, em partes iguais. [...] Outro significado das fragdes é o de

quociente; baseia-se na divisdo de um natural por outro (a:b=a/b; b#0). [...] Uma
terceira situagdo, diferente das anteriores, € aquela em que a fragdo é usada como uma
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espécie de indice comparativo entre duas quantidades de uma grandeza, ou seja,
quando é interpretada como razdo. [..] A essas trés interpretacdes, bastante
interessantes de serem exploradas neste ciclo, acrescenta-se mais uma, que sera
trabalhada nos ciclos posteriores. Trata-se do significado da fracdo como operador.
(BRASIL, 1997, p.68).

Tanto na formacdo inicial e continuada de professores, é preciso desenvolver nas
atividades que aqui serdo apresentadas um trabalho que possa ajudar a evitar que o professor e
a crianca confundam o objeto matemético com a sua representacéo e entendam, por exemplo,
que a fracdo da regido circular ndo é o pedaco da figura em si, mas uma representacdo auxiliar
para a quantidade numeérica do todo. Procura-se trabalhar o que Duval (2004) chama de
“conversao das representacdes e variagdo dos registros de representacao”.

A conversdo é a transformacgdo da representacdo de um objeto, uma situacdo ou de

uma informacgdo dada em um registro, em uma representacdo deste mesmo objeto,
desta mesma situacdo ou da mesma informacdo em outro registro. As operagdes

LR I3 EEINNT3

habitualmente designadas com os termos “traducdo”, “ilustracdo”, “transposicao”,

99 ¢

“interpretagdo”, “codificagdo”, etc., sdo operagdes que fazem corresponder uma
representacdo dada em um registro com outra representacdo em outro registro. A
conversdo €, portanto, uma transformacdo externa relativa ao registro da
representacdo de partida. (DUVAL, 2004, p. 46)

Apesar de representar um mesmo nimero, cada um dos significantes, seja em forma de
fracdo ou de nimero decimal, por exemplo, tem uma significacdo operatéria diferente. Como
sugere Duval (2004), é tomando simultaneamente dois ou diferentes registros de representacdo
que se pode constatar a importancia das representacdes semioticas nas atividades cognitivas
matematicas. E sob essa concepcéo, sob a busca de articulagio entre diferentes representacdes

dos racionais, que a sequéncia de atividades esta desenvolvida.

Uma sequéncia de atividades investigativas

A sequéncia de atividades aqui apresentadas esta numerada de 1 a 7. Se o leitor optar
por aplicar essas atividades com seus alunos, lembre-se que a resolucdo de cada uma delas
depende do ritmo e da participacdo da turma, isto é, depende da necessidade de se demorar mais
ou menos em cada atividade, de amplia-las ou até de suprimi-las e isso somente o professor da
turma é quem pode avaliar. Os exemplos aqui apresentados foram selecionados a partir de
registros feitos entre 2013 e 2016 durante a pratica em sala de aula do curso de licenciatura em
Pedagogia em institui¢éo do Rio de Janeiro abrangendo cerca de 180 estudantes, dos quais 10%
séo professores dos anos iniciais do Ensino Fundamental. Nao foram feitas entrevistas formais
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pois ndo era objetivo desse estudo colher informacdes adicionais sobre cada um dos envolvidos.
Os resultados dessa pesquisa foram posteriormente apresentados em minicursos ministrados
em eventos cientificos como 0 ENEM 2016 e a Semana da Educacdo da Universidade Federal
do Estado do Rio de Janeiro, dos quais participaram estudantes de licenciatura em Matematica
e em Pedagogia, bem como docentes do Ensino Fundamental e do Ensino Médio, o que mostrou
ser tema de interesse dos professores que ensinam Matematica no Ensino Bésico.

Atividade 1: Discussao de erros apresentados por estudantes de licenciatura em Pedagogia e
docentes dos anos iniciais na operacao ou representacdo de racionais.

Como se pode observar nos exemplos da FiguralA, docentes formados ou em formacéo
cometem erros envolvendo adi¢do de racionais em forma de fragdo. Sem entendimento do
conceito de fracdo, ou mesmo de equivaléncia de fracdes, eles somam numeradores e
denominadores. Ha ainda quem entenda que 2/5 é 0 mesmo que 2,5 e que ¥2 € 0 mesmo 1,2, 0
que justificaria, ao adicionar os numeros decimais, transpor 3,7 como 3/7, como fica evidente

na Ultima foto & direita da Figura 1A.

;’?:1'.3...:5.
.

Figura 1A: Erros nas operaces de adicdo com ndmeros racionais
Fonte: Acervo EDMAT
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Tomemos agora as fracGes do sistema monetario representadas no exemplo da
FiguralB. Sem observar que 5/4 representa 4/4 + %, e que o célculo sugerido seria R$70,00 +
Y, de R$70,00, a pessoa parece ndo pensar em um calculo aproximado e nao perceber que fazer
R$70,00 x4 = R$280,00, além de evidenciar um calculo que traz como resultado um valor
absurdo, esta distante do valor real que seria R$70,00 + R$17,50 = R$87,50. Destaca-se que 0s
participantes do estudo tinham a liberdade de usar a calculadora, desde que indicassem o

raciocinio realizado.

4/5 de R$70.00

5/4 de R$70.00 S

o |1 |u PR et i;‘z,_gibﬂf{“t
.,?_, T = © [© | 3 | 5| ® \©
e ‘_l

5 o ’ L e FO =350,
20 5

Figura 1B: Erros nas representac6es de fracbes do todo
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Fonte: Acervo EDMAT

O mesmo procedimento foi utilizado para o calculo de 4/5 de R$70,00. Como o
estudante ndo demonstra compreender que 4/5 ¢ uma fracdo menor do que o inteiro, ele também
ndo percebe que o resultado de R$350,00 esté longe de ser compativel com um valor menor do
que R$70,00.

No exemplo da Figura 1C, ao representar 5/8 de barra de chocolate, o licenciando
procura transformar a fracdo em numero decimal, ja que aprendeu que o traco / da fracéo
significa divisdo. Acontece que ao invés de 5+8 ele faz 8+5 e encontra 1,6. Parte entdo, para a
representacédo gréafica, conforme solicitagéo da atividade, e desenha 16 pedacinhos de chocolate,
10/10 + 6/10. Ndo percebe que a fracdo propria 5/8 € menor do que o inteiro, ou seja, 0 resultado
deveria ser parte de uma unica barra de chocolate.

| 578 de barra de chocolate

= EE
Z|Z Z\=
=
== L

Figura 1C: Representa¢do de fragdo do todo continuo feitas por docentes em formagéo
Fonte: Acervo EDMAT

Agora observemos os exemplos da Figura 1D. No exemplo esquerdo superior da Figura
1D o licenciando precisa representar 10/8 de barras de chocolate. Ao invés de considerar o
inteiro como 8/8 e dividir duas barras, cada uma em 8 partes e tomar 10 partes, ele faz duas
representacdes equivocadas. Na primeira ele toma uma barra, divide em 10 e toma 8,
representando assim, 8/10 e ndo 10/8. Ele lembra que aprendeu a simplificar fracdes, entdo ao
evidenciar esse saber, ele simplifica a fragdo (10/8 = 5/4) e mostra outro jeito de representar a
fragdo 10/8 como 5/4, mas em vez de representar 5/4 que seria 4/4 + Y4 ele representa a fracédo
4/5, evidenciando que aplicar técnicas de célculo de fragbes ndo significa que o aluno
compreende o significado da operacdo que realiza e por isso, muitas vezes, calcula, calcula,
calcula, sem saber para que esta calculando e sem saber avaliar o resultado dos seus célculos.

10/8 de barras de chocolate  10/8 de barras de chocolate
rmmmmrzEA A8, |
N = Ay B pE
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Figura 1D: Representacdes de fragcdes feitas por docentes em formacgéo
Fonte: Acervo EDMAT

No exemplo da Figura 1D superior a direita o estudante representa 8 barras ou 8 pedagos
supostamente de mesmo tamanho de chocolate, mas divide cada barra ao meio até obter 10
metades evidenciando ndo entender o significado da fracdo 10/8. No exemplo inferior
centralizado € solicitado representar 10/8 de pizza. Apesar da representacdo ser compativel a
atividade, fica a davida se o estudante entende que 10/8 de pizza seria 1 pizza inteira mais 2
pedacos de uma outra pizza dividida em 8 partes iguais. Muitas outras conjecturas poderiam
ser aqui levantadas, mas vamos nos ater a apenas essas interpretacdes deixando ao leitor a op¢éo
de dar asas a sua propria leitura.

Agora analisemos os exemplos da Figura 1E. Para representar nimeros racionais na reta
numérica o estudante pode fazer divisfes na reta, mas também pode utilizar a calculadora e
fazer a conversdo do nimero fracionario em nimero decimal de forma a facilitar a localizacéo
desse em um ponto aproximado da reta numerada. Foi pedido aos estudantes que marcassem

algumas fragdes na reta.

& R E -fmm«iw-wwm* | M"*”hm*w*‘
I : l );I I J i,i ?,

J
-

S e

x - * - = - - ~

J i Jrrcesy ¥ L2p oY %
AN Tk

Figura 1E: Erros nas representac@es de racionais na reta numérica
Fonte: Acervo EDMAT

Foi pedido ao aluno para representar 7/2 na reta numérica. Temos que 7/2=6/2+1/2
=3+1/2 ou 7+2=3,5. Pois bem, na 12. foto, a esquerda superior, o0 aluno marca a partir do zero,

7 “risquinhos”, incluindo o “risquinho” do zero e marca 7/2 entre 1 e 2. Na 2° foto, a direita
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superior, o aluno também marca 7/2 entre 1 e 2. E na 32 foto inferior centralizada o aluno marca
7/2 sobre o 7.

Para representar %, uma fracdo propria, cujo numerador € menor do que o denominador
e que se localiza entre 0 e 1 o aluno poderia verificar na calculadora que %:=0,75 ou dividir o
inteiro 1 em quatro partes e marcar % na 32 parte. Na 12 foto % esta entre 1 e 2, na 2% e na 32,
entre 3 e 4. A representacéo de 8/5, seria 5/5 + 3/5, ou seja, estaria entre 1 e 2. Se utilizassem a
calculadora encontrariam 8+5=1,6. Na 12. foto, em vez de aparecer 8/5 entre 1 e 2, aparece 8,5.
Na 22 8/5 esté localizado entre 4 e 5, em um oitavo “risquinho” a direita do 4 e na 3* foto em
um quinto “risquinho” a direita do 8. Observa-se a necessidade de um trabalho intenso,
retornando as resolugdes equivocadas aos seus autores, discutindo as mesmas em sala de aula,
de forma a analisar e investigar 0s erros e as causas desses erros.

No exemplo a esquerda, na Figura 1F, o estudante parece considerar que o algarismo do
denominador de cada fracdo representa o ponto de partida para ele contar, a partir dele, a
quantidade de partes (algarismo do numerador) que deve ser dividido o segmento a sua direita.
Assim, para marcar 5/2, ele deve marcar o 5° pedacinho depois do 2 e antes do 3; para marcar
7/3 ele deve marcar o 7° pedacinho a direita do 3; para marcar 6/5 ele deve marcar o 6°

pedacinho a direita do 5 e assim por diante.

6 7 8
; mtwn*——-}—l[;: =
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Figura 1F: Erros nas representagdes de racionais na reta numérica
Fonte: Acervo EDMAT

Ja na imagem da direita da Figura 1F, o estudante parece partir do algarismo do
numerador, para marcar tantos “risquinhos” quantos forem indicados pelo algarismo do
denominador. Com essa leitura equivocada ele marca a fracdo 4/6 na 62. divisao a direita do 4
e a esquerda do 5; a fragdo 5/2 na 22 diviséo a direita do 5; 6/5 na 52 diviséo a direita do 6 e
assim por diante. Observa-se que provavelmente o aluno ouviu em algum momento que cada
segmento da reta pode ser subdividido em n partes, mas o significado dessa divisdo e 0
significado de nimero fraciondrio ainda ndo esta compreendido. “A representacao dos nimeros
em uma reta € um recurso valioso em Matematica. [...]. Observe que a reta numérica ajuda a
visualizar a ordenacdo dos numeros naturais” (BRASIL, 2007, p.17). J& para 0s numeros
racionais, afirma Figueiredo (1975, p.4),
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o leitor deve familiarizar-se com a interpretagdo geométrica dos racionais, utilizando
uma reta R, onde se escolhem dois pontos, 0 0 e 0 1. Os inteiros sdo marcados,
facilmente, se usarmos o segmento de extremidades 0 e 1 como unidade. Os racionais
sdo obtidos por subdivisdes adequadas do segmento unidade.

A analise dos erros anteriormente destacados evidencia, porém, que a compreensdo dos
numeros racionais nao é simples e envolve, como afirma Duval (2004, p. 75) articulacdo entre
diferentes registros de representagdo pois “somente uma compreensao integrativa, isto &, uma
compreensdo fundada na coordenacdo dos registros, permite possibilidades de transferéncias”.
As atividades que dardo sequéncia a esse texto propéem um trabalho sobre um novo dominio
ou sobre uma nova rede conceitual e se constitui um caminho para induzir os participantes a
reflexdo e a significacdo dos racionais por meio de diferentes formas de pensar e representar
fragdes.

Atividade 2: Representacdo variada do nimero 2/3.

Em geral os estudantes e mesmo os professores sentem mais facilidade para representar
fracOes proprias, como é o caso de 2/3. Isso porque podem ter a concepgéo de que a fragdo é
sempre menor do que o inteiro. A seguir, algumas formas de representacéo apresentadas pelos

participantes desse estudo.

Figura 2A: Diferentes representac6es de 2/3 utilizando materiais diversos
Fonte: Acervo EDMAT

Na Figura 2A, os estudantes representaram 2 partes de uma regido circular dividida
igualmente em 3 partes; 2 de 3 cubinhos do Material Cuisenaire; a barrinha vermelha (que vale
2 unidades naturais) da barrinha verde (que vale 3 unidades naturais); 2 barrinhas verdes da
barrinha azul que corresponde a 3 barrinhas verdes (2/3=6/9) e 2 barrinhas vermelhas de uma
barra verde escura que corresponde a 3 barrinhas vermelhas (2/3=4/6). Ao solicitar que 0s
estudantes facam uma apresentacao oral e algum registro de representacdo no quadro, é possivel
analisar as diferentes resolucdes dadas por eles. Discussdo dessas e de outras formas de

representar o objeto matematico 2/3 podem ser vistas também na Figura 2B.
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Figura 2B: Diferentes representagdes de 2/3 utilizando materiais diversos
Fonte: Acervo EDMAT

Na 12 e na 32 foto da Figura 2B, da esquerda para a direita, a fracdo 2/3 é vista como
relacdo parte-todo, isto €, a ideia de reparticdo de um todo em partes de mesmo tamanho ou de
mesma quantidade enumeravel. Na 22 foto, fracdo partilha, 2 inteiros foram divididos entre 3
pessoas, A, B e C, cabendo a cada pessoa 2/3 do todo. Na 42 e 52 foto estdo representadas 2/3
como 23 utilizando a calculadora ou o algoritmo expresso como “conta armada”.

Atividade 3: Represente agora 3/2.

Em geral, os professores tém apresentado mais dificuldade em representar fracdes
improprias e em entender que fragdo nem sempre é uma parte menor do que um inteiro. Como
pode uma fracdo ser maior do que o todo? A dificuldade fica evidente na Figura 3A e noutras
apresentacOes posteriores. As representacdes errdneas mostram as seguintes configuracdes:
com os discos, o estudante seleciona 2/2 e ai tenta selecionar uma parte de outro disco dividido
em 3 partes iguais, mas percebe que ha algo errado e ndo sabe como sair dali. Na figura
desenhada e entendida como circular um aluno pensa ter representado 3/2, mas na verdade ele
representa ¥2 mais ¥4, ou seja, % e ndo 3/2. No problema criado por um aluno, o estudante tenta

explicar o que entende por 3/2, “uma metade dividida em 3 pedagos”.
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Figura 3A: RepresentacGes equlvocadas de 3/2
Fonte: Acervo EDMAT
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Figura 3B: Diferentes representa¢des de 3/2 utilizando materiais diversos
Fonte: Acervo EDMAT

Na Figura 3B estdo algumas representacOes coerentes feitas pelos alunos para
representar 3/2. Na 22 foto o aluno representa 3 chocolates divididos igualmente entre 2

criancas. Solicitar aos estudantes que fagam uma apresentacdo oral e registrem no quadro as
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diferentes representacdes apresentadas pelos participantes podem ser caminhos de discutir essas

e outras formas de representar o objeto matemaético 3/2.
L
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Figura 3C: Diferentes representacdes de 3/2 utilizando materiais diversos
Fonte: Acervo EDMAT
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Uma das representagdes bastante criativa foi a 42 foto da Figura 3C. Pela primeira vez
presenciei uma estudante da Pedagogia criar, durante a aula e apresentar aos colegas uma
concepcao de numero racional de forma tdo original. Solicitei que indicasse com uma etiqueta
0s nameros representados e ela assim o fez com a flecha verde em destaque.

Comparando representacdes equivocadas de 2/3 e 3/2 produzidas pelos participantes do
estudo (Figura 3D) percebe-se alguns erros que podem ser corrigidos ao se desenvolver um

trabalho comparativo de representacGes variadas.
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Figura 3D: Representacfes equivocadas para 2/3 e 3/2.
Fonte: Acervo EDMAT

Na Figura 3D, um estudante representou 2/3 como um desenho com 2 unidades acima
e 3 unidades abaixo e para representar 3/2 colocou 3 unidades acima e duas abaixo (papel
quadriculado). Com o Material Cuisenaire, outro estudante, concebendo que a pega vermelha

vale 2 e a verde vale 3 (valores concebidos utilizando o conjunto N dos nimeros naturais), faz
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0 arranjo acima e explica que se o verde (que corresponde a 3 unidades naturais) estiver em
cima do vermelho (que corresponde a 2 unidades) ele tem 3/2 e se o0 vermelho estiver em cima
do verde ele tem 2/3. Na reta numérica, uma estudante marca 2, marca 3, conta dois para tras e
marca 2/3. Ela conta 2 partes de 3, S0 que 0 3 representa na reta 3 inteiros e ndo uma unidade
da reta numerada. Em outra reta numerada, para ilustrar o problema um estudante representa
sua concepgdo de 2/3: um nimero que esta entre 2 e 3, ou ainda, 3 subdivisdes (risquinhos) a
direita de 2. Tantas representacdes equivocadas alertam para que o professor pesquisador reveja
como objetivo “a compreensao das relacdes intrinsecas entre as tarefas externas e a dinamica
do desenvolvimento, e deva considerar a formacdo de conceitos como uma funcdo de
crescimento social e cultural global da pessoa, que afeta ndo apenas o contetdo, mas também
o seu método de raciocinio” (VIGOTSKI, 2003, p.73).

Atividade 4: Estudando o nimero racional com material base 10. Parte-se da unidade natural
para tentar ampliar o olhar para o nimero racional.

Na Atividade 4A, utilizando o Material Dourado, o aluno deveria representar 34
unidades e 3,4 unidades. E natural que os pedagogos em formac&o ndo encontrem dificuldade
para representar 34 unidades. Em geral selecionam 3 barrinhas e 4 cubinhos. Mas a dificuldade
aparece ao tentar representar 3,4 e entdo vale discutir como ficara a representacdo de 3,4 se
considerarmos a placa como a unidade racional (Figura 4A).

como umdade 1

como 1 0.1
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Figura 4A: Material Dourado para o ensino de Racionais € a representacao de 3,4
Fonte: Acervo EDMAT

Vale continuar a discusséo questionando: E se a barrinha for a unidade racional? E se o
cubo grande for a unidade racional? Conforme a dificuldade da turma, poder-se-a discutir a
representacdo de outros nimeros racionais utilizando o Material Dourado.

Atividade 4B: Considere agora a moeda de 1 real como a unidade racional do Sistema

Monetario Brasileiro. Represente numericamente utilizando a linguagem matematica e o cifréo
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R$ o total que representam: 3 moedas de 50 centavos; 1 moeda de 10 centavos; 5 moedas de 1
centavo; 100 reais e 3 centavos; 15 moedas de 10 centavos; 10 moedas de 10 centavos e 2
moedas de 1 centavo. A representacdo no quadro valor de lugar (QVL) permitird uma discussao
coletiva sobre as possiveis dificuldades e as semelhancas na utilizagdo do Material Dourado e
do Sistema Monetario. Conforme Vigotski (1995), os materiais concretos tém que servir aos
objetivos do professor e do objeto matematico a ser estudado, devem estar a servi¢o da
aprendizagem e ndo o contrario.

Atividade 5: Estudando a unidade racional discreta e continua.

Utilizando o Material Cuisenaire, realizar as seguintes atividades: Atividade 5A:
Representar alguns nimeros naturais, como 6, 9, 12, 15, etc. Atividade 5B: Representar 2/3 e
5/3 onde o inteiro é a barrinha verde clara. Observar se fica evidente que 5/3=3/3 + 2/3
utilizando as diferentes barrinhas. Pode-se evidenciar que 2/3=5/3 — 3/3 e que 3/3=5/3-2/3.
Atividade 5C: Representar 3/5 e 8/5 onde o inteiro é a barra amarela. Atividade 5D: Utilizando
a barra lilds mostrar que 8/4 — 5/4 = %. Atividade 5E: Considerando a barra laranja como o
inteiro, representar: 1/10; %2; 0,7; 9/10; 0,9.

Sera determinante observar se 0s estudantes apresentam dificuldades para identificar
fracdes de inteiros representados pelas réguas de Cuisenaire. O fato de alguns estudantes
demorarem para enxergar qualquer régua como um inteiro indica a dificuldade enraizada na
concepgdo do numero racional. Ao manipularem as réguas coloridas, a maior dificuldade tem
sido deixarem de relaciona-las aos seus valores assumidos no conjunto dos NUmeros Naturais
e fazerem uma releitura das mesmas como unidades dos NUmeros Racionais.

Nas atividades seguintes, sugere-se considerar a unidade racional como uma regido
circular. Atividade 5F: Represente 3 inteiros. Atividade 5G: Represente 1/3. Atividade 5H:
Represente 7/4. Em geral, feitas no improviso da sala de aula, quando ndo ha materiais
concretos disponiveis e apropriados para o tema. Normalmente o professor faz um desenho
rudimentar, mas que atende ao objetivo proposto. Entretanto, nas representacdes circulares é
comum os alunos terem dificuldades para dividir a regido circular em partes iguais diferentes
de 2, 3 e 4. Assim, pode-se ver que na foto a esquerda da Figura 5A, a estudante ndo teve
dificuldade para rascunhar uma representagéo de 7/4. Entretanto, em ambas fotos da direita 0s
alunos ndo diferenciam 7/4 de 4/7, o que gera a necessidade de dividir um circulo em 7 partes
iguais. As producdes revelam uma tentativa de representar 4/7 em vez de 7/4.
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Figura 5A: Producfes em sala de aula — “Represente 7/4 de uma regido circular”
Fonte: Acervo EDMAT

Agora consideremos a unidade racional como uma regido quadrada e solicitemos que
os alunos fagam a Atividade 5I: Represente 10/5 e a Atividade 5J: Represente 5/6. Em geral,
ndo ha dificuldade na representacdo de 5/6 (fotos a esquerda da Figura 5B), ja que 5/6 é uma
fragdo propria, como ja vimos nos exemplos da Figura 2B. E raro um aluno representar a regido

guadrada como ndo quadrada, mas acontece, como na foto a direita, na Figura 5B.

Figura 5B: Producdes em sala de aula — “Represente 5/6 de uma regido quadrada”
Fonte: Acervo EDMAT

Entretanto, a dificuldade se confirma com a representacéo de fracdes improprias. Assim,
mesmo ao utilizar um recurso tdo natural como a representacdo gréafica manual, é importante
ficar atento. Apesar de encontramos alunos que produzem representacdes coerentes para a
fracdo 10/5 como a da esquerda na Figura 5C, € possivel encontrar tentativas de representacdes
gue ndo avancam, como as localizadas a direita, no 2° e no 3° exemplo da Figura 5C. Os
estudantes percebem que ndo esté certo o que fazem, mas também ndo sabem como fazer. O
que é um ponto positivo, ja que ndo consideram uma resolucéo errada como correta. Esse € 0
ponto perfeito para a mediacdo, € a hora de trabalhar na Zona de Desenvolvimento Proximal
(ZDP) citada em Vigostki (2002). E a hora de o professor fazer a(s) pergunta(s) certa(s) para o
aluno pensar nas possibilidades de sair desse entrave. A ZDP define aquelas func¢des que ainda
ndo amadureceram e que estdo prestes a maturar,

é 0 que nés chamamos a zona de desenvolvimento proximal. Ela é a distancia entre o
nivel de desenvolvimento real, que se costuma determinar através da solucdo
independente de problemas, e o nivel de desenvolvimento potencial, determinado
através da solucdo de problemas sob a orientagdo de um adulto ou em colaboracéao
com companheiros mais capazes (VIGOTSKI, 2002, p. 112).
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Figura 5C: Producdes em sala de aula — “Represente 10/5 de uma regido quadrada”
Fonte: Acervo EDMAT

Agora consideremos a unidade racional como um saco com 30 bolinhas. Solicitemos
aos alunos a Atividade 5K: Represente 2/5 de 30 bolinhas e a Atividade 5L: Represente 4/3 de
30 bolinhas. Para encontrar 2/5 de 30 bolinhas a aluna encontrou 1/5 e multiplicou o resultado
de 6 bolinhas por 2 encontrando 12 bolinhas. Sua representacao grafica esta a esquerda superior
da Figura 5D, onde ela representa 30 bolinhas divididas em grupos de 6 e escurece 2 grupos. A
direita dessa temos duas representacfes coerentes de 4/3 de 30 bolinhas, uma envolvendo
desenhos e indicagdes numéricas e outra utilizando célculos. H& ainda uma terceira abaixo
onde, sem saber como operar com fracGes a estudante multiplica 30x3 e divide 90+4

encontrando 22,5 e representando por meio de desenhos 22 bolinhas e meia bolinha.

Figura 5D: ProducGes em sala de aula — “Represente 2/5 de 30 bolinhas” e “Represente 4/3 de 30 bolinhas”.
Fonte: Acervo EDMAT

Na Atividade 5 se exploram materiais estruturados, regides geométricas e quantidades
discretas. Ao associar diferentes abordagens com os racionais e suas diferentes representacoes
fazemos conversao de representacdes e trocas de registros, seguindo Duval (2004) e sua defesa
dos registros das representacdes semioéticas nas atividades cognitivas matematicas.

a conversao € a transformacgdo da representacdo de um objeto, de uma situacdo ou de
uma informacdo dada em um registro, em uma representacdo deste mesmo objeto,
esta mesma situacdo ou da mesma informacdo em outro registro. As operacfes
habitualmente designadas pelos termos “tradugdo”, “ilustracdo”, “transposi¢do”,
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“interpretagdo”, “codificagdo”, etc., sdo operagdes que fazem corresponder uma
representacdo dada em um registro com outra representacdo em outro registro. A
conversdo é, portanto, uma transformacdo externa relativa ao registro da
representacdo de partida [...] Assim, a significacdo operatoria ndo é a mesma para
0,25, para ¥ e para 25x10-2 [...] visto que cada um destes trés significantes tem uma
significacdo operatoria diferente, e sem divida representa o mesmo nimero (DUVAL,
2004, p.46).

Para as Atividades 6A, 6B e 6C, solicitamos que 0s alunos representassem graficamente
e por meio da linguagem matematica, 2/3 e 3/2 respectivamente de um saco com 90 laranjas
(6A), de uma quantia de 100 reais (6B) e de um sal&rio minimo (6C). Para as Atividades 6D,
6E e 6F, solicitamos que encontrassem 2/3 + 3/2 de um saco com 90 laranjas (6D), de uma
guantia de 100 reais (6E) e de um salario minimo (6F). Foi notdrio observar que os estudantes
tiveram mais facilidade para resolver a questdo que envolvia dinheiro do que a que envolvia as
90 laranjas. Apresentamos aqui 3 caminhos encontrados por eles para resolver a questdo 6E
“Encontrar 2/3 + 3/2 de uma quantia de 100 reais” e os erros cometidos.
Na primeira resolucdo apresentada na Figura 6, o aluno calculou 1/3 de 100 reais e multiplicou
o resultado por 2, depois calculou %2 de 100 reais e multiplicou o resultado por 3, por fim juntou
as duas quantias e encontrou a resposta R$99,66. Isso porque cometeu alguns erros.
Primeiramente 100+3=33,33 é um resultado aproximado e ndo deveria ser utilizado o sinal de
igual, assim como ndo deveria ser utilizado o sinal de igual para 100x3=33,33x2=66,66, Vvisto
que 100x3#66,66. Esse tipo de notagdo ¢ frequentemente utilizado por professores em
formacao, precisa ser observado e as regras basicas precisam ser ensinadas. Em seguida errou
a multiplicacdo: 50x3=15. Se estivesse atento ao resultado da operacao teria percebido que o
produto ndo poderia ser menor do que o fator 50. Assim como, poderia ter observado que se
temos 3/2 de 100 reais, ja temos mais de 100 reais, que somado a 2/3 de 100 daria mais do que
100, nunca poderia ser 99,66 que € menor do que 100.

Na segunda resolugéo apresentada na Figura 6, o aluno optou por fazer 2/3 de 100, 3/2
de 100 e juntar os dois resultados. O caminho escolhido nédo foi calcular 1/3 de 100 e % de 100,
mas (2x100)/3 e (3x100)/2. Encontrou assim, 66,66 e 150,00 cuja adi¢do resultou 216,66.
Apesar de ndo ter mencionado serem célculos aproximados, por se tratar de dinheiro, 0
resultado final é o valor real. Essa opg¢do didatica pode ndo favorecer explicar a uma crianca
que para calcular 3/2 de 100 reais eu faco 3x100 e divido o resultado por 2. Pode ser mais

significativo achar %2 de 100 para entdo visualizar 3/2, ou seja, encontrar 3 unidades abstratas
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de tamanho um meio, isto € 3 (1/2 de 100), como sugerem Behr et all (1992). Mas essa € uma
observagao para ser pensada pelo leitor.

Na terceira resolucdo o aluno opta por fazer o minimo maultiplo comum entre os
denominadores e encontra MMC(3,2)=6, adiciona as duas fracdes e multiplica o resultado dessa
adicdo por 100. Acontece que ele erra na técnica da adicdo das fracbes. Talvez se ele optasse
por operar com fragOes equivalentes, 2/3=4/6 e 3/2=9/6, seus célculos teriam mais significado.
Ele ndo percebe que 12/6 da 3 e ndo ¢ equivalente a 2/3, assim como 18/6#3/2. Dessa forma,
ele encontra como resultado errado o valor de 500 reais.
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Figura 6: Produgdes em sala de aula — “Encontre 2/3 + 3/2 de uma quantia de 100 reais”.
Fonte: Acervo EDMAT

A utilizacdo de materiais manipulativos em alguns exemplos aqui apresentados é
recomendada para explorar a matematica de forma empirica. Segundo estudos de Kamii e
Warrington (1999) muitas vezes a abordagem empirica, tipica do conhecimento fisico
destacado pelo construtivismo de Piaget, como a divisdo de tortas, pizzas e chocolates, ou
mesmo a partir de dobraduras, ndo € suficiente para a aprendizagem de determinados conceitos,
como a equivaléncia de fragdes, que pode ser resolvida por algoritmos ou outros recursos
operacionais, fruto do conhecimento social, resultante de séculos de construgdo feita por
matematicos adultos e transmitida as criancas por meio da educacao escolar. Entretanto, a
equivaléncia requer reversibilidade de pensamento e s6 pode ser construida pela propria pessoa,
por seu proprio raciocinio. A utilizacdo das técnicas, entretanto, ndo significa ser o melhor
caminho para o desenvolvimento numérico das criangas. Muitas vezes o estudante acredita mais
no algoritmo do que no seu proprio poder de reflexdo e de solucéo racional, o que pode explicar
os caminhos escolhidos nas resolucdes apresentadas na Figura 6. Kamii e Warrington (1999)
sugerem que se desenvolva o conhecimento l6gico-matematico com questfes que encorajem as
criancas a desenvolverem seu proprio processo de pensar. As questdes aqui apresentadas,
entretanto, dependem muito da media¢&o no processo de construcdo do conhecimento, como ja

citado no exemplo da Figura 5C.
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A presenca de um problema que exige a formacao de conceitos ndo pode, por si S0,
ser considerada a causa do processo, muito embora as tarefas com que o jovem se
depara ao ingressar no mundo cultural, profissional e civico dos adultos sejam, sem
duvida, um fator importante para o surgimento do pensamento conceitual. Se 0 meio
ambiente ndo apresenta nenhuma dessas tarefas [...] 0 seu raciocinio ndo conseguira
atingir os estagios mais elevados, ou sé os alcancara com grande atraso. No entanto,
a tarefa cultural, por si s6, ndo explica 0 mecanismo de desenvolvimento em si, que
resulta na formacéo de conceitos. (VIGOTSKI, 2003, p. 73)

Analisar as diferentes formas encontradas pelos participantes para resolver a Atividade
6 permite discutir as vantagens e desvantagens de cada uma delas. Uns calculam 2/3 e 3/2 da
quantia solicitada separadamente e depois juntam os valores para dar a resposta, outros podem
fazer 2/3 + 3/2 =4/6+9/6=13/6 para entdo calcular 13/6 da quantia e encontrar a resposta. E
haveriam outras formas? Ao ouvirmos e vermos os diferentes caminhos tracados pelos
estudantes entendemos seus pensamentos, suas estratégias e suas possiveis concepcoes.
Atividade 7: Criacdo e resolucdo de problemas.

Na Atividade 7A solicitamos que cada um criasse uma situacao problema envolvendo a
fracdo 2/3, na Atividade 7B pedimos a criacdo de uma situacéo problema envolvendo a fracédo
3/2 e na Atividade 7C a criagdo de uma situacdo problema envolvendo a fragcdo 4/5 e outra
situacdo envolvendo a fracdo 7/5. Apos a criacdo dos problemas foi bastante produtivo trocar
os problemas para que fossem resolvidos entre os participantes. Comentar os resultados, a
redacdo dos mesmos, as perguntas e 0s sentidos envolvidos sdo algumas alternativas de trabalho
reflexivo que podem ajudar na possibilidade ou ndo de resolucdo de cada um deles. Vale aqui
destacar um exemplo de resolucdo apresentada por uma pedagoga em formacéo inicial. Ao criar
um problema utilizando a fracdo 3/2 (Figura 7B), o objetivo da aluna, conforme ela mesmo
expds na sala de aula, era achar um valor menor do que 1,75m porque Liliane era mais baixa
do que Andressa. Entretanto, ao resolver o problema, o valor encontrado para a altura de Liliane
foi de 2,62m aproximadamente, ou seja, Liliane de baixinha virou gigante. E mesmo que o
calculo fosse com 2/3, Liliane teria menos de 1,20m, o que também ndo corresponderia a
realidade. Essas situacdes sdo marcantes na sala de aula e determinantes para uma prética
pedagdgica investigativa, critica e reflexiva. O trabalho atento com racionais “aumenta
enormemente a capacidade da crianca de compreender e manejar uma série de problemas dentro
e fora da escola” (BEHR et al, 1983, p. 91).

Figura 7B: Analisando a criaco e a resolugéo de problemas
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Fonte: Acervo EDMAT

Retomando Shulman (1986, 1991, 2005), destacam-se as palavras de Ball, Thames e
Phelps (2008, p. 404):

professores que ndo conhecem bem a sua disciplina, a sua matéria, ndo estdo aptos a
ter o conhecimento necessario para ajudar os estudantes a aprender determinado
conteido. Ao mesmo tempo, entretanto, somente saber bem a matéria pode néo ser o
suficiente para ensinar. [...] E mais, professores precisam saber para que serve a
matematica e, entre outras coisas, escolher caminhos poderosos de representacdo dos
contelidos matematicos para que esses tenham sentido para os estudantes e sejam
entendiveis pelos estudantes. [...] O que parece mais importante é saber e estar apto
para usar a matematica necessaria inserida no trabalho pedagdgico da docéncia.

Consideracoes finais

A realizacdo de atividades investigativas como as aqui apresentadas tem revelado
potencial tedrico e didatico para levar professores em formacéo inicial ou ja licenciados a
refletirem sobre questdes conceituais e da pratica pedagdgica, revigorando o processo de
aprender e de ensinar Matematica. Ao perceberem que 0s nimeros naturais sdo insuficientes
para determinados calculos presentes no cotidiano e na vida escolar dos estudantes dos anos
iniciais, os professores comecam a observar, confirmando as palavras de Behr et all (1983,
p.92), que “o entendimento dos niimeros racionais prové os fundamentos sobre os quais as
operagdes algébricas elementares podem ser desenvolvidas”. Aproveitando as discussoes
decorrentes das atividades realizadas, refletem sobre a importancia da aprendizagem dos
racionais utilizando diferentes registros de representacdo (DUVAL, 2004) e avancam na
ampliacdo do seu campo conceitual. Mais ainda, percebem que o desenvolvimento dos
conceitos “pressupde o desenvolvimento de muitas fungdes intelectuais: atengdo deliberada,
memoria l6gica, abstracdo, capacidade para comparar e diferenciar. Esses processos
psicolégicos complexos ndo podem ser dominados apenas através da aprendizagem inicial”
(VIGOTSKI, 2003, p. 104) e ndo podem ser transmitidos por ninguém, nem mesmo pelo
professor, mas podem ser mediados por uma educacdo que articule conceitos cotidianos e
cientificos e acelere a constituicdo do conhecimento. A familiarizacdo com o manuseio de
materiais concretos e recursos diversos possibilita mais seguranga para transformar falsos
conceitos, que dependem de situagdes concretas, para conceitos abstratos (VIGOTSKI, 1995,
p. 282) “e se transformam, devido a essa abstracdo, em conceitos gerais aplicaveis a todos os
casos, a todas as tarefas”. Ao dar a voz aos participantes para expor suas duvidas, questionar e

argumentar a escolha de seus caminhos abre-se possibilidades para que eles também
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desenvolvam o hébito de escutar seus alunos e analisar suas argumentagdes. Ao perceberem a
importancia de se estudar os objetos matematicos nos seus aspectos conceitual, didatico-
metodoldgico e curricular propostos por Shulman (1986), os envolvidos no estudo tém a

oportunidade de rever sua pratica pedagogica e aperfeicoar o seu fazer profissional.
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