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Resumo

O objetivo deste artigo ¢ analisar a partir de ligacdes dos aspectos epistemologicos, historicos e
matematicos da idéia matematica de continuidade e, a posterior construgdo de nimeros reais, feita por
Richard Dedekind, para investigar quais sdo as justificagdes preferenciais de professores de Matematica.
Para enfocar essas justificagdes escolhemos os contextos da descoberta e justificacdo. Entrevistamos
professores e observamos as suas descobertas e justificativas, apresentando as idéias de continuidade
em quatro justificativas escolhidas em quatro periodos da Histéria. Analisamos o tema nimeros reais e
continuidade em livros didaticos dos trés niveis de ensino, em dissertagdes, teses e artigos publicados em
revistas de Educa¢do Matematica. Indicamos alguns problemas encontrados no ensino desse assunto e
apresentamos algumas sugestdes e possibilidades de tratamento do tema continuidade e numeros reais
para Licenciatura em Matematica.

Palavras-chave: Educacdo Matematica. Numeros Reais. Continuidade. Histéria da Matematica.
Epistemologia.

Abstract

The objective of this article is to analyze, through links between epistemological, historical, and
mathematical aspects of the mathematical idea of continuity, and the later construction of real number
done by Richard Dedekind, to investigate the justifications preferred by teachers. For focusing these
justifications we decided by the contexts of discovery and justification. We conducted interviews with
teachers and observed their discoveries and justifications about the subject, presented four justifications
of continuity from the different periods of the history. We analyzed the theme of real numbers and
continuity in textbooks from the three levels of education, dissertations, theses, and articles published
in mathematics education journals. We end by remarking some problems in the teaching of this subject
and we presented some suggestions regarding possible ways to deal with the theme continuity and real

numbers in teacher education courses in mathematics.
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Introducao

O assunto continuidade, o qual possui relagdo direta com niimeros reais, remonta a
Grécia antiga onde provavelmente surgiu hd mais de dois mil anos, com o problema da in-
comensurabilidade. O assunto nimeros reais ¢ um topico encontrado em diversas situagoes
da Matematica, tanto tedricas como praticas e observado de maneira tanto consciente como
inconsciente. Devido a extensdo do tema continuidade na Historia, decidimos realizar uma
pesquisa enfocando quatro periodos historicos, em que esse assunto passou por transforma-
¢oes, mudando as justificativas e os enfoques do mesmo.

O Contexto da Descoberta e da Justificacao

Decidimos pelos contextos da descoberta e justificagdo, com o objetivo de fornecer
uma explicagdo filosofica e cientifica de cada um desses quatro periodos da Historia; e tam-
bém a tentativa de resgate dos instrumentos e id¢ias usados para a explicagdo e justificativa
desse assunto em cada época abordada, util na compreensao dessa idéia nos dias de hoje.

A grande maioria dos problemas relacionados com a continuidade ja esta colocada ha
milénios, enquadrando-se no contexto da descoberta. Cada justificativa desse problema co-
loca-o em um novo patamar, € nesse processo existem novas descobertas que variam com a
€poca em que surgiram. As justificativas para esses problemas sdo mudadas de acordo com
os contextos cientifico-filosoficos da atualidade em que ocorreram.

O trabalho de John Hershel (1792-1871) A Preliminary Discourse on the Study of Na-
tural Philosophy foi, na época, o mais abrangente ¢ equilibrado sobre filosofia da ciéncia, e
uma de suas maiores contribui¢des para essa area foi uma distin¢do clara entre o contexto
da descoberta ¢ o contexto da justificacio. Ele afirmou que o procedimento para formu-
lar uma teoria ¢ totalmente irrelevante para a questao de sua aceitabilidade. Uma ascensao
indutiva cuidadosa e um palpite ao acaso encontram-se na mesma situagao, se as suas con-
seqiiéncias dedutivas sdo confirmadas pela observagao.

Com relacdo ao contexto da descoberta Herschel afirmava a existéncia de duas ma-
neiras diferentes de procedimento para o cientista, indo das observagdes as leis e teorias,
isto €, dos fendmenos as “leis da natureza”. Uma das abordagens ¢ a aplicacdo de um es-
quema indutivo especifico. Como exemplo, a lei de Boyle, que foi descoberta estudando-se
a variagao de volume de um gas com a sua pressao, e posteriormente generalizada a partir
dos resultados experimentais. A outra abordagem ¢ a formulagdo de hipoteses, que Hershel
salientou ser caminho que ndo pode se reduzido a aplicagdo de regras fixas.

Herschel incluia entre “as leis da natureza” as correlagdes das propriedades ¢ as se-
qiiéncias de eventos; essas leis sdo formadas a partir da analise dos fenomenos. Ele chama-
va as correlagdes de “fatos gerais”, citando a lei de Boyle. Entre as seqiiéncias “legais” de
eventos encontram-se as leis de queda livre de Galileu e a trajetoria parabodlica dos projé-
teis. Ele observou que as “leis da natureza” sao afirmadas com uma estipulagdo implicita
de que sejam cumpridas certas condi¢des de contorno. Como exemplo, a lei da queda livre
vale apenas para uma evolugdo a temperatura constante. A descoberta dessas “leis da na-
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tureza” € o primeiro estagio de interpretagdo cientifica. O segundo ¢ a incorporagao dessas
leis em teorias, que aparecem por uma posterior generalizacdo indutiva adicional, ou pela
criagdo de hipdteses ousadas, que estabelecem uma interrelacdo de leis antes desconexas.

O conceito de Hershel do contexto de descoberta pode ser resumido como segue: o
primeiro passo do procedimento cientifico consiste em subdividir os fendmenos complexos
nas suas partes ou aspectos constituintes ¢ observar com muita atencdo as propriedades-
chave para a explicagdo dos fendmenos. Por exemplo, para compreender o movimento dos
corpos, devem-se focalizar propriedades como forga, massa e velocidade. O exemplo mais
importante usado por ele sobre a redugdo de um fendmeno complexo em seus aspectos rele-
vantes ¢ a analise do som da vibra¢do de uma fonte, a transmissao do movimento vibratorio
através de um meio, a sua recepcao pelo ouvido, e produgdo de uma sensagdo. Herschel
acreditava (1987, p.88-90), que a compreensdao completa do som exigiria o conhecimento
dos fendomenos do impacto que redundam em vibracdo, o conhecimento da interagdo de
uma particula em movimento e das particulas que a rodeiam, e o conhecimento da filosofia
das sensagdes auditivas.

Quanto ao contexto de justificagcdo, ele enfatizou que a concordancia com as ob-
servagoes € o mais importante dos critérios de aceitabilidade das leis e teorias cientificas.
Afirmou que alguns exemplos confirmadores possuem um significado maior do que outros.
Um primeiro tipo de exemplo confirmador ¢ a extensao da lei a casos extremos. Observou
(Herschel, 1987, p.168) que a aceleragdo idéntica de uma moeda e de uma pena em um
vacuo experimentalmente produzido era um “ensaio severo” da lei dos corpos cadentes de
Galileu. Um segundo tipo de caso confirmador seria um resultado inesperado (Herschel,
1987, p.170), indicando uma lei ou teoria possuidora de um proposito que nao lhe foi atri-
buido antes. Um terceiro tipo de caso confirmador, que € a “experiéncia crucial”, considera-
da por Herschel como ensaios destrutivos a que as teorias aceitaveis devem sobreviver. Ele
apresenta uma experiéncia sugerida por Bacon para determinar se a aceleragdo dos corpos
para baixo ¢ o resultado da atra¢do da Terra ou de algum mecanismo interno dos proprios
corpos. Bacon sugeriu que a questdo fosse decidida comparando o comportamento de um
relogio de contrapeso com o de um relogio de mola, em lugares altos e em minas. (Hers-
chel, 1987, p.186-187)

Herschel exigia que o cientista assumisse o papel antagdnico contra suas proprias
teorias, buscando tanto refutacdes diretas quanto exceg¢des que limitam o dominio de apli-
cacdo dessas teorias. Ele acreditava que o mérito de uma teoria ¢ provado unicamente pela
sua capacidade de resistir a tais ataques.

Para nos aproximarmos das justificativas na atualidade, procuramos também nos in-
teirar sobre visdes e opinides de alguns cientistas do século vinte, sobre os contextos da
descoberta e justificativa como Carl G. Hempel, Hans Reichenbach, Rudolf Carnap, Karl
Popper, Paul Feyerabend, Thomas S. Kuhn e Isaac Epstein.

Todos esses epistemologos apresentam idéias semelhantes com relagdo a esses dois
contextos. Para Popper (1993, p.42) o que deve ser tomado como critério de demarcagao
¢ a falseabilidade de um sistema, e ndo a sua verificabilidade. Reichenbach (1976, p.6)
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declara que a epistemologia atua apenas na construgdo do contexto da justificacdo, para a
constru¢@o de uma teoria cientifica, pois, para ele, o ato do descobrimento escapa da analise
logica. Epstein (1988, p.40) afirma que a distingdo entre esses dois contextos é importante
devido a transi¢ao dos enunciados singulares da observacao para os enunciados universais
em formas de leis, hipoteses, teorias. Conforme Carnap (1970, p.408-10) nenhuma teoria
pode ser estabelecida completa e definitivamente por qualquer classe finita de observagodes,
pois, segundo ele, uma teoria € capaz de ser confirmada ou verificada somente de forma in-
completa, porque somente um numero finito de observacdes tera sido testada em qualquer
instante. Segundo Hempel (1965, p.6) o que determina a solidez de uma hipdtese ndo € o
modo como se chegou a ela (pode ter sido sugerida até mesmo por um sonho ou por uma
alucinagdo), mas o modo como se mantém quando ¢ testada, isto ¢, quando confrontada
com dados relevantes relacionados com a observag@o. Na opinido de Feyrenbend (1977,
p.260) esses dois contextos sdo coisas diferentes, especialmente por serem executados por
duas diferentes disciplinas (Historia da Ciéncia e Filosofia da Ciéncia) extremamente zelo-
sas da respectiva independéncia. Kuhn (1982, p.27-8) afirma que o contexto da descoberta
¢ fonte de fenomenos para aplicagdo do contexto da justificagdo, isto €, fatos sdo fontes de
normas.

Praticas Educativas e Concepcoes
no Ensino de Continuidade e NUmeros Reais

Para verificar como o assunto nimeros reais e continuidade sdo tratados por profes-
sores, resolvemos ouvir a opinido, sob a forma de entrevista, de professores de Matema-
tica dos niveis, fundamental, médio e superior. Para tanto construimos um instrumento de
pesquisa, dividido em dois instrumentos. O primeiro constou de um questionario escrito
com quinze perguntas, que abrangeu a vida estudantil do entrevistado, a sua relagéo com a
Matematica e sobre assunto, nimeros reais e continuidade.

Inicialmente, foram entrevistados usando o primeiro instrumento, quarenta e trés pro-
fessores de um Curso Lato Sensu para professores de Matematica, na Faculdade de Enge-
nharia Quimica de Lorena, atual Escola de Engenharia de Lorena da Universidade de Sdo
Paulo — EEL — USP, na disciplina por nés ministrada, Historia da Matematica. Também
fizemos entrevistas com quatro professores do ensino fundamental e médio, alguns deles
trabalhando também no ensino superior, € com quatro professores do ensino superior, esses
também de Lorena e regido. Para esses oito professores aplicamos os dois instrumentos de
pesquisa.

Pelas entrevistas do primeiro instrumento foi possivel observar que a maioria dos
professores entrevistados introduz nimeros reais, como o conjunto formado pela unido
do conjunto dos nimeros racionais e dos numeros irracionais, sendo que o nimero irra-
cional ¢ definido como o contrario do racional. Afirmam que cada ponto da reta represen-
ta um namero real. Esta maneira de exposi¢do, talvez seja motivada pelas lacunas exis-
tentes em cursos de Licenciatura com relagc@o a esse tema, e pela maneira como os livros
didaticos o abordam. Fato constatado pelas entrevistas e também pelos livros didaticos
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e artigos analisados. Observamos que os professores de Matematica entrevistados nao
souberam interpretar a importancia para a Educagdo Matematica em se ensinar/aprender
numeros reais.

O segundo instrumento constou de uma entrevista gravada que apresentava trés per-
guntas sobre o tema niimeros reais e continuidade. Na primeira pergunta foram apresen-
tadas quatro justificativas para a continuidade, escolhidas em quatro periodos da Historia,
desde a Grécia Antiga até a segunda metade do século dezenove, em que a idéia de con-
tinuidade sofreu grandes transformacgdes, ¢ mudangas de explicagdes. Iniciamos com a
justificagdo dada por Eudoxo (408-355 a.C.) para o problema dos incomensuraveis, surgido
na Escola Pitagorica.

Dadas duas grandezas desiguais, se da maior se tira uma grandeza maior que sua
metade e da que resta, outra grandeza maior que sua metade e se repete este processo, res-
ta uma grandeza menor que a menor das grandezas dadas. Em linguagem moderna seria:

Se M ¢é uma grandeza dada, ¢ uma grandeza prefixada de mesma espécie e r € uma
razdo tal que 1/ < <1, entdo podemos achar um inteiro N tal que M(1-r)" <& para
todo inteiro n>Nz. Isto ¢, a propriedade de exaustdo eqiiivale a dizer que lim M(1-7)" =0.

n—o0

Para a segunda justificativa usamos os principios de Boaventura Cavalieri (1597-
1647):

Um indivisivel de uma por¢do plana dada é uma corda dessa por¢do e um indivisivel
de um solido dado é uma sec¢do desse solido. Uma area pode ser pensada como sendo for-
mada de segmentos ou “indivisiveis” e o volume pode ser considerado como composto de
se¢oes que sdo volumes indivisiveis ou quase atomicos. Isto é, uma por¢do plana formada
de uma infinidade de cordas paralelas e um solido formado de uma infinidade de sec¢oes
planas paralelas. Fazendo-se deslizar cada um dos elementos do conjunto das cordas pa-
ralelas de uma porg¢do plana dada ao longo de seu proprio eixo, de modo que as extremi-
dades das cordas ainda descrevam um contorno continuo, a drea da nova por¢do plana
¢ igual a da original, uma vez que ambas sdo formadas das mesmas cordas. De maneira
andaloga é o procedimento para volumes.

Como terceira justificativa destacamos algumas idéias de Augustin-Louis Cauchy
(1789-1857), englobando seus estudos sobre infinitésimos, limites e fun¢do continua,
em que o tema continuidade ¢ tratado. Destacamos a sua defini¢do verbal de infinitésimo
(Cauchy, 1989, p.26): Diz-se que uma quantidade variavel se torna infinitamente pequena
quando seu valor numeérico decresce infinitamente de modo a convergir para o limite zero.
Em linguagem moderna essa defini¢do seria:

Da-se o nome de infinitésimo a toda a variavel representativa de um conjunto de
pontos pertencentes a vizinhanga da origem quando nessa varidavel considerarmos suces-
sivamente valores Xx,,X,,...,X,,... tais que |xn| <0 para todos os valores de n>n, e
todoo 6> 0.

Destacamos a defini¢do verbal de limite (Cauchy, 1899, p.13): Quando os valores
sucessivos atribuidos a uma variavel se aproximam indefinidamente de um valor fixo de
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modo a finalmente diferir deste de tdo pouco quanto se queira, esse ultimo chama-se o
limite de todos os outros. Que em linguagem moderna seria:

Seja f(x) definida em um intervalo aberto I, contendo a, exceto possivelmente no
préprio a . Dizemos que o limite de f(x) quando x aproxima-se de a é b, e escrevemos
lim £(x) = b, se para todo € >0, existe um &> 0, tal que ‘f(x) —b‘ < & sempre que

X—>a

O<|x—a<d"
Apresentamos também a defini¢cdo de funcdo continua de Cauchy .(1989, p.34-35):

A fungdo f(x) sera, entre dois valores fixados da varidvel x, uma fungdo continua
destas variaveis se para cada valor de x entre estes limites, o valor numérico (absoluto) da
diferenga f(x+a)— f(x) decresce indefinidamente com « . Em outras palavras, a fungio
/(x) continuara continua em relagdo a x, entre dois valores dados se, entre estes valores,
um incremento infinitamente pequeno de uma variavel sempre produz um incremento infi-
nitamente pequeno da funcao dessa variavel.

Na quarta justificativa mostramos a construgdo dos nimeros reais, feita por Richard
Dedekind (1831-1916) em 1872. Dedekind (1963, p.11) baseou-se no axioma da continui-
dade da linha reta:

Se todos os pontos de uma reta estio em duas classes tal que todo ponto da primeira
classe encontra-se a esquerda de todo ponto da segunda classe, entdo existe um e somente
um ponto que produz esta divisdo de todos os pontos em duas classes, esta separagdo da
linha reta em duas porgoes.

Para provar que o sistema dos ntimeros reais também possuia o atributo da continui-
dade (1963, p.20):

Se o sistema ‘R é separado em duas classes A €A, tal que todo numero a, em A,
¢ menor que todo numero ¢ , em A, entdo existe um e somente um numero real o pelo
qual esta separagdo é produzida.

Escolhemos a construgdo dos numeros reais de Dedekind e ndo outras, porque julga-
mos ser a mais didatica e que melhor se ajusta ao nosso propodsito: fazer um estudo direcio-
nado para professores e futuros professores de Matematica.

O nosso principal interesse na primeira pergunta do segundo instrumento estava em
verificar a opinido dos entrevistados, sobre qual dessas justificativas explicava melhor a
continuidade, se os mesmos tinham conhecimento dessas justificativas, e também conhecer
a amplitude desse conhecimento. O objetivo da segunda pergunta era verificar se os entre-
vistados usavam alguma dessas justificativas para a continuidade em sala de aula, e, em
caso afirmativo, como a utilizam. Na terceira questdo, estavamos interessados em observar
se os entrevistados usavam em sala de aula alguma outra justificativa ou procedimento
de ensino para a continuidade, diferente das apresentadas na primeira pergunta. Essas en-
trevistas foram gravadas e posteriormente textualizadas, e aplicada a dezesseis dos que
tinham sido entrevistados anteriormente no primeiro instrumento.

Observamos que quando se aborda continuidade, os professores universitarios ime-
diatamente associam a idéia e defini¢do de funcao continua, vinculando a defini¢dao formal
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de limite, preferindo assim a justificativa de Cauchy. Julgaram a justificativa de Dedekind,
somente como um elemento empirico que pode colaborar na compreensdo da defini¢do
formal de funcdo continua. Os outros professores pensam em continuidade associando a
reta com o conjunto dos numeros reais, procurando quase sempre uma nog¢ao intuitiva que
justifique esta bijecdo. Mas poucos observaram que a justificativa de Dedekind, apresenta
muito mais do que uma simples no¢ao intuitiva.

Os professores que trabalham nos ensino fundamental e médio que optaram pela jus-
tificativa de Cauchy, ressaltaram que devido ao formalismo da mesma, somente sera pos-
sivel a sua apresentago no terceiro grau, em cursos de Licenciatura em Matematica ou de
Engenbharia.

Diante da primeira pergunta do segundo instrumento de pesquisa constatamos que
pelo menos dois dos entrevistados, associaram a defini¢do de limite e fungdo continua, com
os cortes de Dedekind, justificando que para a defini¢do de limite € necessario o conjunto
dos numeros reais, construido de acordo com as justificativas fornecidas pelos cortes de
Dedekind.

Verificamos que em sua grande maioria, os professores entrevistados acreditam na
viabilidade da jun¢do das varias justificativas, para a constru¢do de um procedimento de
ensino para numeros reais. Observamos também que os entrevistados ndo saberiam como
explicar continuidade e nimeros reais de uma maneira diferente das justificativas apre-
sentadas, situacdo que esta ligada a maneira como o livro didatico aborda esse tema. Em
contrapartida os entrevistados mostraram que estdo receptivos e interessados em futuras
abordagens desse tema.

Com relag@o a novas maneiras para se introduzir continuidade e niimeros reais, eles
acreditam que preliminarmente devam ser feitos debates e estudos com alunos e profes-
sores de diferentes niveis, para a construcdo desses procedimentos. Isso demonstra que
os professores estdo abertos para discussoes, fazendo frente a imposigdes pedagogicas; e
também o quanto eles estdo receptivos.

Sintese de Textos:
Livros Didaticos, Artigos, Dissertacoes, Teses

Fizemos uma andlise em livros didaticos dos trés niveis de ensino e em obras que forne-
cem subsidios para o ensino da Matematica, sobre como ¢ enfocado o assunto numeros reais
e continuidade. Analisamos vinte e dois livros de Calculo, cinco obras de Andlise Real, trinta
e cinco livros dos ensinos fundamental e médio, incluindo obras oficiais de subsidios.

Observamos também a producdo cientifica especifica ao tema, em forma de disser-
tagoes e teses de Universidades brasileiras que apresentam contribui¢des para a Educacdo
Matematica. Verificamos o tratamento que € dado a esse assunto por revistas especializadas
e anais de congressos e encontros de Educacdo Matematica e Historia da Matematica. Pes-
quisamos em dezenove dissertacdes e teses e em nove artigos. Cabe salientar que todas as
obras que consultamos, foram publicadas até o ano de 2001.
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Pela andlise que fizemos em obras didaticas, contatamos que normalmente elas ini-
ciam a apresentagdo do conjunto dos nimeros reais, com a revisdo dos conjuntos numéricos
dos naturais, em seguida o conjunto dos nimeros inteiros englobando o conjunto anterior, o
dos nlimeros racionais contendo os conjuntos numéricos anteriores, 0s irracionais como um
conjunto diferente dos racionais, e completando com o conjunto dos niimeros reais, como
sendo a unido de todos esses conjuntos anteriores. Muitos artigos reafirmam esse fato. Bal-
dino (1994) chama a atencdo, ao afirmar que os irracionais definidos como nimeros que
ndo sdo racionais, leva a uma circularidade.

De acordo com essa abordagem, o conjunto dos nimeros reais aparenta ter sido cons-
truido praticamente sem nenhum percal¢o em toda a sua longa trajetdria, pois os conjuntos
numéricos, de acordo com essa ordem de apresentagdo, surgem pedagogicamente encaixa-
dos um apo6s o outro. Os autores de livros didaticos declaram que cada ponto da reta repre-
senta um numero real, sem qualquer discussao de aprofundamento sobre essa afirmacdo, e
alguns deles apresentam a demonstra¢do da irracionalidade do nimero /2 .

Mas podemos observar algumas tentativas diferentes, como por exemplo, nas obras
para o ensino fundamental como as de Lamparelli (1976), Di Pierro Neto (1984 ¢ 1995) e
SMSG (1969), onde ja existem aplicagdes dos conceitos de densidade, ordenagdo e uma
bijecdo empirica entre reta e nimero, na exposi¢do do conjunto dos niumeros reais. Essas
abordagens estdo em sintonia com obras de subsidios como a Proposta Curricular de 1992
e a Experiéncias Matematicas de 1994, apesar de terem sido publicadas antes. As duas
obras de subsidios sugerem que sejam usados os conceitos de ordenagdo e densidade, na
apresentacdo dos nimeros reais.

Consideramos relevante expressar a opinido de Elon Lajes Lima (2001, p. 462-3)
publicada no livro “Exame de Textos: Andlise de Livros de Matematica para o Ensino
Médio”. Lima afirma que apos a extensa leitura que ele e um grupo de professores fizeram
de textos didaticos do ensino médio, emergiu a idéia do livro genérico brasileiro de Mate-
matica para o ensino médio; e considera que ndo € nenhum dos que atualmente estao publi-
cados. Na opinido de Lima, apesar dos livros atuais estarem bem impressos e diagramados,
seus textos ndo induzem o leitor (aluno) a pensar, e os problemas que exigem raciocinio
nao se relacionam com a matéria ensinada; e transmitem a impressao de que as conclusoes
gerais da Matematica resultam do exame superficial de poucos casos particulares.

Com relagao ao assunto Numeros Reais, Lima (2001, p. 463) declara que a sua apre-
senta¢do nos livros didaticos do ensino médio é obscura, ndo existindo menc¢do a medidas,
que deseduca e mistifica. Fornece como exemplo o niimero 2 =1,414..., que os livros
didaticos de maneira geral afirmam ser um niimero irracional porque nao ¢ uma decimal pe-
riddica, sem nenhuma garantia para essa afirmacao. E outro exemplo: a <b quando b estd a
direita de a na reta; o autor chama a atencdo sobre o fato de como saber se /10 < z ou nio.

De acordo com os livros de Calculo analisados, verificamos uma tnica diferenga na
apresentacdo dos numeros reais: trata-se do livro de Maurer (1969), que faz a exposicao
do conjunto dos niimeros reais, usando os cortes de Dedekind, resgatando os conceitos de
densidade e ordenagdo usados pelo tltimo, para a construcao desse conjunto numérico.
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Observamos alguns artigos que tratam diretamente do nosso tema; e naqueles que en-
contramos sdo abordados assuntos que reforcam os problemas que constatamos no ensino
de ntimeros reais. Todos reforcam que o estudo dos sistemas numéricos ¢ de fundamental
importancia na formacao do professor de Matematica. Lourengo (1996) investigou o com-
portamento de alunos de graduagdo em Matematica diante de problemas que envolvem
nocdes de infinito, infinitésimo, nlimeros reais e sua continuidade e conceitos correlatos
como o de densidade. Concluiu que um niimero muito grande de alunos nio apresenta
conhecimento suficiente sobre esses temas, porque os cursos de Licenciatura ndo oferecem
necessario embasamento ao preparo de um bom professor. Com uma freqiiéncia conside-
ravel, os novos professores, ao iniciarem suas atividades docentes, apresentando lacunas
no conhecimento adquirido na Universidade, buscam esclarecimentos em livros didaticos
nem sempre recomendados.

Soares, Ferreira e Moreira (1999) constataram o conflito existente entre a abordagem
axiomatica de niimeros reais apresentada na graduacdo e as imagens conceituais que 0s
licenciandos apresentam. Com relagdo aos problemas observados, sugeriram que se deva
construir uma nova abordagem para o ensino dos sistemas numéricos, visando a formagao
de professores; e que essa nova abordagem deva partir da problematizacdo das representa-
¢Oes conceituais ja existentes entre os licenciandos e chegar a uma visao global do conjunto
dos numeros reais, que efetivamente instrumentalize para o ensino. Essa nova abordagem
deve aprofundar nos licenciandos a sua visdo intuitiva dos conceitos relevantes dentro da
sua pratica, significando uma superagao tanto da abordagem formal axiomatica dos cursos
de Analise como das encontradas nos textos didaticos. Os autores constataram dificuldades
nos licenciandos, no confronto entre 0s nimeros racionais e irracionais.

Conclusoes

Nesta conclusdo, tentamos articular idéias surgidas em todas as facetas de nossa pes-
quisa, que se tornaram novas idéias, conclusdes e sugestdes. Sdo conclusdes baseadas em
estudos, observagdes, entrevistas ¢ analises, que fizemos no decorrer do percurso dessa
idéia de continuidade e numeros reais, tendo como objetivo principal o ensino desse topico
dentro do contexto da descoberta e justificacio.

Nessas conclusdes, procuramos destacar o que julgamos relevante do que foi obser-
vado e estudado em todas as ramificagdes desse trabalho, tais como os quatro periodos
escolhidos da Historia, opinides e crencas de professores sobre o assunto niimeros reais, € 0
tratamento desse tema nos livros didaticos e artigos que expressam opinides de pesquisado-
res. Procuramos também, baseados nos estudos que fizemos, sugerir futuros desdobramen-
tos de pesquisa com relagdo a esse tema, pois temos a certeza de que, com esse trabalho,
tentamos ajudar a mostrar que existem problemas no ensino desse conteudo, na esperanga
de que medidas sejam tomadas para soluciona-los.

Observamos o desconhecimento por parte dos professores de Matematica entrevista-
dos com relacao aos trabalhos de Eudoxo e Dedekind.
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Constatamos que, segundo a opinido dos entrevistados, em nossa analise de obras e
trabalhos de pesquisas publicados sob a forma de artigos, o conteido niimeros reais ndo é
uma questao resolvida pelos autores de livros didaticos. Isso apesar de boas tentativas que
encontramos em muitas obras didaticas e também de subsidios. Observamos que esse fato
prejudica o ensino/aprendizagem de nimeros reais e também que esse contetido ministrado
em cursos de Licenciatura em Matematica, de modo geral, € falho. Verificamos também
falhas na compreensao de que entre dois numeros quaisquer existem infinitos niimeros e
que existem infinitos nimeros a direita e a esquerda da reta numerada. Julgamos que essas
falhas sejam ocasionadas pela auséncia de nog¢des sobre os infinitos potencial e atual, em
cursos de Licenciatura em Matematica.

Notamos a auséncia, na maioria dos curriculos dos cursos de Licenciatura em Mate-
matica, das disciplinas Histdria da Matematica e Filosofia da Matematica, ou falhas em seu
contetdo, que prejudicam o ensino de Numeros Reais e Continuidade; e também auséncia
de laboratorios de Matematica, onde poderiam ser feitas visualizagdes de certas nogdes
intuitivas de continuidade. Essas lacunas favorecem a ndo-aplicacdo de nimeros reais em
situacdes de cotidiano e académica, aumentando de certa forma o conflito/tensdo pedago-
gica no trabalho dos professores de Matematica.

Constamos também, que os entrevistados desconhecem, com raras excegdes, a impor-
tancia para a Educagdo Matematica, em se ensinar/aprender nimeros reais; ¢ que, de modo
geral, os professores introduzem esse conteiido de uma mesma maneira.

A partir das situagdes citadas anteriormente, constatamos que de fato existe um pro-
blema no ensino de niimeros reais, em qualquer nivel. Assim, sugerimos a necessidade
de pesquisas que se convertam em procedimentos de ensino ou atividades didaticas e que
concorram para a operacionalizagdo desse importante conjunto numérico. Acreditamos que
qualquer procedimento de ensino ou atividade pedagogica objetivando os niimeros reais
deva passar por no¢des de continuidade, conceito de ordenagdo, densidade e infinito. E
também que o aspecto tedrico ndo seja abandonado, que topicos da Historia da Matematica
¢ da Filosofia da Matematica sejam utilizados, favorecendo discussoes criticas em temas
das disciplinas Calculo e Andlise e outras que acompanham o quadro de disciplinas especi-
ficas da Licenciatura em Matematica.
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