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Resumen

En este articulo se reflexiona primero sobre el hecho que la complejidad del proceso de ensefianza y aprendizaje
de las matematicas es una de las razones de que exista una pluralidad de teorias en el &rea de Educacién
Matematica y de que en estos momentos se plantee la necesidad del dialogo y articulacion de teorias. En segundo
lugar se reflexiona sobre el papel de la teoria en la investigacion en Didactica de las Matematicas. En tercer lugar
se explica brevemente el origen y desarrollo del Ilamado enfoque ontosemidtico de la cognicién e instruccién
matematica. Por Gltimo se analiza la problematica de la coordinacién de teorias y se presentan ejemplos de
coordinacion del enfoque ontosemi6tico de la cognicion e instruccion matematica con otras teorias, en particular
con la Teoria APOE, con la Teoria de la Génesis Instrumental y con la Teoria de los Registros Semi6ticos.

Palabras clave: Teorias. Coordinacion. Educacion matematica. Didactica de las matematicas. Enfoque
ontosemiotico.

Abstract

Neste artigo, apresenta-se uma reflexdo, em primeiro lugar, sobre o fato de que os processos de ensino e
aprendizagem de matematica apresentem alto grau de complexidade é uma das razdes para que exista uma
pluralidade de correntes tedricas na area da Educacdo Matematica e de que, neste momento, programe-se a
necessidade de um didlogo entre elas. Em segundo lugar, reflete-se sobre o papel da teoria na investigacdo em
Didatica da Matematica. Em terceiro lugar, explica-se a origem e o desenvolvimento do denominado Enfoque
Ontossemidtico da Cognic¢do e Instrucdo Matematica. Por fim, analisa-se a problemética da coordenacdo entre as
distintas teorias que permeiam o campo da Educacdo Matematica e apresentam-se exemplos de articulacdo entre
0 Enfoque Ontossemi6tico da Cognicgdo e Instrucdo Matematica com outras teorias, em particular, coma a Teoria
APOE, com a Teoria da Genesis Instrumental e coma a Teoria dos Registros Semioticos.
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Complejidad de los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas

El hecho de que los procesos de ensefianza y aprendizaje sean muy complejos conlleva
que los problemas a los que el profesorado de matematicas se enfrenta sean el origen de
muchas preguntas que, ademas, son de categorias muy diferentes. Son preguntas que estan
relacionadas con muchos aspectos (por ejemplo, el contenido matemaético, el aprendizaje de
los alumnos, el entorno social, la organizacion de la clase, el uso de determinados recursos
materiales y temporales, la motivacién de los alumnos, etc.) y disciplinas diferentes
(psicologia, sociologia, antropologia, matematicas, etc.).

Dado que la profesion de profesor de matematicas es heterogénea en cuanto a sus
miembros, las preguntas que un profesor se puede formular pueden ser muy diferentes a las
que se formulara otro profesor. Ahora bien, puesto que la profesion de profesor de
matematicas es bastante homogénea con relacion a los problemas que debe afrontar, las
preguntas que se formule un profesor concreto, ademas de ser sus preguntas, seran preguntas
relacionadas con los problemas de una parte importante de la profesion de profesor de
matematicas. Seran, por tanto, preguntas que merecen ser investigadas por las diferentes
disciplinas que se preocupan por estudiar los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, en particular por la Didactica de las Matematicas.

La gran variedad de preguntas y la dificultad para encontrar categorias para su
clasificacion se explica por la diversidad de problemas a los que se enfrenta en la actualidad la
ensefianza de las matematicas y los métodos a seguir para su estudio sistematico. Si bien los
criterios de clasificacién de las preguntas de investigacion pueden ser muy diversos, las
tematicas abordadas en los congresos importantes en el area de la Didactica de las
Matematicas nos pueden dar una idea de cuales son los problemas mas importantes a los que

se enfrenta en la actualidad la ensefianza de las matematicas.
La investigacion en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas
Conviene distinguir las dos esferas a las que se refiere el nombre “Educacion

Matematica” (GODINO, 2000). Por un lado, Educacion Matematica es el conjunto de
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practicas llevadas a cabo en distintos escenarios —instituciones formales de educacion,
instancias informales de aprendizaje, espacios de planificacion curricular, etc. — que tienen
que ver con la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. Y, por el otro lado, Educacion
Matematica hace mencion al estudio cientifico de los fendmenos de la practica de la
educacion matematica. La identificacion de estas dos componentes de la educacion
matematica explica que en muchos casos se utilicen las expresiones "Didactica de las
Matematicas" (DM) y "Educacion Matematica" (EM) como sin6nimas, mientras que en otros
casos se considere que la DM seria la disciplina interesada principalmente por el campo de la
investigacion, mientras que la EM también incluiria el primer componente, esto es, abarcaria
la teoria, el desarrollo y la practica.

La DM, entendida como disciplina didactica, en estos momentos tiene una posicion
consolidada en la institucion universitaria de muchos paises. Indicadores de consolidacion
institucional son las tesis doctorales sobre problemas de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, los proyectos de investigacion financiados con fondos publicos y las diferentes
comunidades y asociaciones de investigadores en DM. Otros sintomas de consolidacion son la
existencia de institutos de investigacion especificos, la publicacion de revistas periodicas de
investigacion, congresos internacionales, etc.

Esta consolidacién convive con una gran confusion en las agendas de investigacion y
en los marcos tedricos y metodoldgicos disponibles, situacion propia de una disciplina
emergente y de la complejidad del proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas
comentado en el apartado anterior. En cuanto a los métodos de investigacion, podemos decir
que se ha pasado del predominio de un enfoque psicoestadistico en la década de los 70 y parte
de los 80 del siglo pasado, a una presencia importante de los métodos cualitativos en la
actualidad. En cuanto a los marcos teoricos, si bien el enfoque psicoldgico no ha perdido su
importancia se estan desarrollando también investigaciones dentro de otros enfoques como el
semidtico, el antropoldgico, el sociocultural, etc.

Por otra parte, existe un divorcio importante entre la investigacion cientifica que se
estd desarrollando en el ambito académico y su aplicacion practica a la mejora de la
ensefianza de las matematicas. Este divorcio se manifiesta, entre otros aspectos, en la
existencia de congresos para investigadores y congresos de profesores, y en el tipo de

comunicaciones que se presentan en ellos.
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Aunque la DM pueda considerarse una disciplina madura en el sentido socioldgico, no
ocurre igual en el sentido filos6fico o metodoldgico. No existe ningin marco establecido de
manera universal o un consenso relativo a escuelas de pensamiento, paradigma de
investigacion, métodos, estandares de verificacion y calidad. Se puede afirmar que, en la
actualidad, no hay acuerdo en la DM sobre lo que es un hecho, un fendmeno o una
explicacion. Esto explica por qué hay un cierto nimero de investigadores en esta area que
durante los ultimos afios han estado reflexionando sobre las caracteristicas, problemas,
métodos y resultados de la DM como disciplina cientifica intentando dar respuesta a la
pregunta ¢Que tipo de ciencia es la DM?

En su intento de responder a la pregunta anterior, la DM no ha permanecido ajena a la
controversia “explicacion versus comprension” que ha sacudido a las ciencias sociales. El
dualismo explicacién-comprensién se relaciona con el problema de si la construccion tedrica
es intrinsecamente un mismo género de empresa tanto en las ciencias naturales como en las
ciencias humanas y sociales.

En estos momentos a la DM, tanto si es entendida cémo ciencia de tipo explicativo o
bien de tipo comprensivo, se le pide que dé respuesta a dos demandas diferentes: a)
Comprender y/o explicar los procesos de ensefianza-aprendizaje de las matematicas y b)
Guiar la mejora de los procesos de ensefianza-aprendizaje de las matematicas. La primera
demanda lleva a describir, interpretar y/o explicar los procesos de ensefianza-aprendizaje de
las matematicas (ciencia basica). La segunda lleva a su valoracion y mejora (ciencia aplicada
o tecnologia). La primera demanda exige herramientas para una didactica descriptiva y
explicativa que sirva para responder “;qué ha ocurrido aqui como y por qué?”. La segunda
necesita herramientas para una didactica valorativa que sirva para responder la pregunta “; qué
se podria mejorar?”. Se trata de dos demandas diferentes pero relacionadas ya que sin una
profunda comprensiéon de los procesos de ensefianza-aprendizaje de las matematicas no es

posible conseguir su mejora.

Necesidad de marcos tedricos

Las dos demandas comentadas en el apartado anterior exigen herramientas tedricas
que permitan la descripcion, la interpretacion y/o la explicacion de los procesos de ensefianza-

aprendizaje de las matematicas. Una manera de satisfacer estas necesidades tedricas es
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entender la DM como una ciencia aplicada que importa y aplica los saberes de otras
disciplinas més generales como la psicologia, la sociologia, etc. Desde esta perspectiva las
investigaciones en DM seran cognitivistas (si aplica la psicologia cognitiva), sistémicas (i
aplica la teoria de sistemas), constructivistas, socioculturales, antropoldgicas, etc.

Otra posibilidad es considerar que los saberes importados de disciplinas como la
psicologia, sociologia, etc. no permiten por si mismos, sin modificaciones e
independientemente los unos de los otros, explicar los procesos de ensefianza-aprendizaje de
las matematicas. Por el contrario, es necesario crear programas de investigacion propios del
area de la DM que tengan en cuentan la especificidad del conocimiento matematico. Esta
opciodn necesita investigaciones de tipo tedrico que permitan la creacion y el desarrollo de
marcos tedricos propios menos generales.

Una tercera posibilidad es huir de marcos teoricos, propios o de teorias generales,
consideradas demasiado ambiciosas, y limitarse al desarrollo a teorias de ambito muy local
que se puedan conectar y sincronizar razonablemente con los estudios empiricos. Esto es lo
que propone, por ejemplo, La Teoria Fundamentada (GLASER; STRAUSS, 1967).

Después de constatar las limitaciones de las teorias psicopedagdgicas generales para
explicar los procesos de ensefianza-aprendizaje de las matematicas, muchos investigadores en
este campo han optado por desarrollar programas de investigacion especificos del area. Se ha
pasado de tener marcos generales (cognitivismo, constructivismo, teorias socioculturales,
enfoques sistémicos, etc.) a tener marcos especificos de investigacion en DM, que si bien
estan relacionados con enfoques generales, tienen en cuenta la especificidad del contenido
matematico que se ensefia. Entre otros, tenemos la Teoria de las Situaciones Didacticas
(Brousseau y colaboradores), el Enfoque Ontosemidtico (Godino y colaboradores), la Teoria
de la Obijetivacion (Radford y colaboradores), la Teoria Antropolégica de lo Didactico
(Chevallard y colaboradores), la Socioepistemologia (Cantoral y colaboradores), la Educacién
Matematica Critica de (Skovsmose y colaboradores), la Teoria APOE (Dubinsky y
colaboradores), etc.

Estos marcos tedricos especificos exigen, por una parte, investigaciones de tipo teoérico
gue permitan su creacion y desarrollo y, por otra parte, la aplicacion de dichos marcos
teoricos al estudio de los procesos de ensefianza-aprendizaje de las matematicas (lo cual sirve,

entre otras cosas, para desarrollarlos)
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De acuerdo con Font (2002) consideramos que los diversos enfoques que se han
propuesto en la DM se posicionan de manera explicita o implicita sobre los siguientes
aspectos: 1) Una ontologia general, 2) Una epistemologia, general, 3) Una teoria sobre la
naturaleza de las matematicas, 4) Una teoria sobre el aprendizaje y la ensefianza en general y
de las matematicas en particular, 5) Una definicidn del objeto de investigacion de la DM, y 6)
Una metodologia de investigacion. A partir de sus posicionamientos, explicitos o implicitos,
sobre los seis puntos anteriores, los diferentes programas de investigacién han desarrollado
constructos tedricos que, por una parte, se utilizan como marco teérico para las
investigaciones en DM vy, por otra parte, pueden ser utilizados en la mejora de la formacion
inicial y permanente del profesorado con el objetivo de conseguir una mejora de la ensefianza
de las matematicas.

La necesidad de los marcos tedricos se constata en que hay un cierto consenso en que
una investigacion tiene que seguir, entre otros, los siguientes pasos: 1) Una primera
formulacién de una pregunta de investigacion, 2) La seleccion de un marco tedrico y la
reformulacion de la pregunta de investigacion en térmicos de dicho marco tedrico. Este paso
permite una mejor delimitacion de los objetivos de la investigacion, los cuales a su vez nos
sugieren un tipo de investigacion (explicativa, descriptiva, comparativa, etc.) y una
metodologia de investigacion (un camino a seguir). 3) Aplicacion del marco teorico
seleccionado al estudio del problema de investigacion planteado. 4) Seleccion y aplicacion de

técnicas de investigacion.

El problema de la comparacion y articulacion de teorias

Una caracteristica de la comunidad de investigadores en Educacion Matematica, es la
amplia diversidad de perspectivas tedricas. Cada una de ellas tiende a privilegiar alguna de las
dimensiones del proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas sobre las demas, pero
hay un aspecto en el que muchas de estas teorias coinciden, nos referimos a que consideran
gue una caracteristica de los objetos matematicos que deben ser ensefiados y aprendidos es su
complejidad. Precisamente, en nuestra opinién, la complejidad de los objetos matematicos,
junto a la complejidad de su proceso de ensefianza y aprendizaje, es una de las razones de que

exista una pluralidad de teorias en el area de Educacion Matematica y que en estos momentos
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se plantee la necesidad del dialogo y articulacion de teorias (PREDIGER; BIKNER-
AHSBAHS; ARZARELLO, 2008; RADFORD, 2008).

Por una parte, la existencia de diversas teorias para abordar los problemas didactico-
matematicos puede ser un factor positivo, dada la complejidad de tales problemas, si cada
teoria aborda un aspecto parcial de los mismos. Por otra parte, cuando el mismo problema es
abordado con teorias diversas, lo que frecuentemente implica el uso de lenguajes y supuestos
distintos, se pueden obtener resultados dispares y contradictorios que pueden dificultar el
progreso de la DM. Parece necesario pues abordar el problema de comparar, coordinar e
integrar dichas teorias en un marco que incluya las herramientas necesarias y suficientes para

hacer el trabajo requerido. Este problema se puede formular en los siguientes términos:

Dadas las teorias T1,T2,... T, focalizadas sobre una misma problematica de ensefianza
y aprendizaje de las matematicas, ¢es posible elaborar una teoria T que incluya las

herramientas necesarias y suficientes para realizar el trabajo de las T;?

En esta problematica las teorias pasan a ser los objetos del discurso y de la
investigacion. Para responder a esta pregunta hay que seguir un largo camino cuyo punto de
partida es la existencia de un conjunto de teorias que se ignoran unas a otras y cuyo punto de
Ilegada es una teoria que sea la unificacion global de este conjunto de teorias. Para seguir este
camino las teorias se tienen que entender unas a las otras, se tienen que comparar, coordinar,
integrar parcialmente, etc. (PREDIGER; BIKNER-AHSBAHS; ARZARELLO, 2008).
Algunos ejemplos de pasos dados en esta direccidn son:

1) El Seminario Inter-Universitario de Investigacion en Didactica de la Matematica
(SIIDM) en Espafia entre 1995-2005 cuyo objetivo era coordinar teorias cuyo origen
tenia relacion con la llamada Didactica Fundamental de las Matematicas;

2) Grupos de Discusion en los congresos del area: PME34 (Research Forum), CERME 6,
7'y 8 (Working Group), ICME12 (Working Group), este CIBEM, etc.

Por la informacion que tengo diria que este didlogo no se ha producido en los

congresos de ambito latinoamericano si exceptuamos el Gltimo CIBEM.

El caso del Enfoque Ontosemidtico (EOS)

Perspectivas da Educacdo Matematica — INMA/UFMS —v. 9, n. 20 — Ano 2016



263

Fue en el contexto de reflexion epistemoldgica sobre las matematicas, ofrecido por las
teorias relacionadas con la Didactica Fundamental de las Matemaéticas, en el que nos
planteamos el problema central que dio origen al EOS, al considerar que no habia una
respuesta suficientemente clara, satisfactoria y compartida en las teorias de la llamada

Didactica Fundamental al siguiente problema:

PE (problema epistemoldgico): ¢Qué es un objeto matemético?; o de manera
equivalente, ¢Cual es el significado de un objeto matemético (nimero, derivada,

media...) en un contexto o marco institucional determinado?

Este problema epistemolégico, esto es, referido al objeto matematico como entidad
cultural o institucional, se complementa dialécticamente con el problema cognitivo asociado,

0 sea, el objeto como entidad personal o psicoldgica:

PC (problema cognitivo): ¢Qué significa el objeto O para un sujeto en un momento y

circunstancias dadas?

Después de casi 30 afios de trabajo, en el EOS tenemos una respuesta a estos dos
problemas que consideramos relativamente satisfactoria y que se ha elaborado integrando
elementos de otras teoria (ver Font; Godino; Gallardo, (2013)). Se trata de una respuesta en la
gue la nocion de complejidad del objeto matematico y la de articulacion de los componentes
de dicha complejidad juegan un papel esencial. La complejidad del objeto matematico lleva a
pensar no en un objeto unitario sino en un sistema complejo formado por partes o
componentes. Nos encontramos pues que un objeto matematico, cuando participa en la
actividad matematica, queda inmerso en un juego de lenguaje (WITTGENSTEIN, 1953) en el
que se habla del objeto desde la dualidad unitario-sistémico. En algunas circunstancias los
objetos matematicos participan como entidades unitarias (que se suponen son conocidas
previamente), mientras que otras intervienen como sistemas que se deben descomponer para
su estudio. Un elemento esencial para que sea posible esta mirada dual a los objetos
matematicos es que los componentes que resultan de la mirada compleja se articulan
(conectan) entre si, posibilitando la mirada unitaria del objeto matematico. Dicha articulacién

de la complejidad asociada al objeto matematico es un paso previo y necesario para pasar a
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una vision unitaria del objeto mateméatico mediante diferentes niveles de emergencia (FONT;
GODINO; GALLARDO, 2013).

La emergencia de los objetos matematicos en el EOS

En la figura 1 se sintetizan una parte de las diferentes nociones tedricas propuestas por
el EOS. En este enfoque la actividad matematica ocupa el lugar central y se modeliza en
términos de sistema de practicas operativas y discursivas. De estas practicas emergen los
diferentes tipos de objetos matematicos primarios, que estan relacionados entre si formando
configuraciones epistémicas (hexagono interior de la figura 1). Finalmente, los objetos que
intervienen en las practicas matematicas y los emergentes de las mismas, segun el juego de
lenguaje en que participan, pueden ser considerados desde las cinco facetas o dimensiones
duales (decagono exterior de la figura 1). Tanto las dualidades como los objetos primarios se
pueden analizar desde la perspectiva proceso-producto, lo cual nos lleva los procesos que se
recogen en la figura 1.

INSTITUCIONAL

INSTITUCIOMALIZACION

LENGUAJE

COMUNICACION

ARGUMENTTACION

ARGUMENTOS

PERSONALIZACINON

PERSOMAL

Figura 1. Model ontosemiotic dels coneixements matematics

En el EOS no se intenta dar, de entrada, una definicion de “proceso” puesto que hay

muchas clases diferentes de procesos, se puede hablar de proceso como secuencia de
Perspectivas da Educacdo Matematica — INMA/UFMS —v. 9, n. 20 — Ano 2016



265

précticas, se puede hablar de procesos cognitivos, de procesos metacognitivos, de procesos de
instruccion, de procesos de cambio, de procesos sociales, etc. Se trata de procesos muy
diferentes en los cuales, quizas, la Unica caracteristica comin a muchos de ellos sea la
consideracion del factor “tiempo” y, en menor medida, el de “secuencia en la cual cada
miembro toma parte en la determinaciéon del siguiente”. Por lo tanto, en el EOS, en lugar de
dar una definicion general de proceso, se ha optado para seleccionar una lista de los procesos
que se consideran importantes en la actividad matematica (los de la figura 1), sin pretender
incluir en ella a todos los procesos implicados en la actividad matematica, ni siquiera a todos
los mas importantes, entre otros motivos porque algunos de los mas importantes (por ejemplo,
el proceso de comprension o el de modelizacién) mas que procesos son hiper o mega
procesos.

En el EOS (FONT; GODINO; GALLARDO, 2013) se considera que el camino por el
cual los objetos matematicos emergen a partir de las practicas es complejo y que deben ser
distinguidos, al menos, dos niveles. En un primer nivel, emergen representaciones,
definiciones, proposiciones, procedimientos, problemas y argumentos (llamados objetos
primarios, hexagono figura 1). Con relacion a la naturaleza de dichos objetos, en el EQS, en
consonancia con la filosofia de la matematica de Wittgenstein, se considera que el tipo de
existencia de las definiciones, proposiciones y procedimientos es el que tienen las reglas
convencionales. Desde este punto de vista, los enunciados matematicos son reglas
(gramaticales) para el uso de cierto tipo de signos porque de hecho se usan como reglas. No
describen propiedades de objetos matematicos con algun tipo de existencia independiente de
las personas que quieren conocerlos y del lenguaje que se usa para conocerlos, aunque lo
pueda parecer.

Si bien es cierto que en el EOS se adopta un punto de vista convencionalista sobre la
naturaleza de los objetos matematicos no se ignora que implicitamente se esta sugiriendo, en
los procesos de ensefianza, una vision descriptiva/realista de las matematicas. Para poder
explicar como se genera dicha vision es necesario considerar un segundo nivel de emergencia
en el que emerge un objeto matematico, por ejemplo el objeto funcion, que es considerado
como un objeto que se representa por diferentes representaciones, que puede tener varias
definiciones equivalentes, que tiene propiedades, etc.

Para explicar como emergen los objetos primarios de las configuraciones epistémicas,

resulta muy util la metafora “subir una escalera”. Cuando subimos una escalera siempre nos
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estamos apoyando en un pie, pero cada vez el pie esta en un escaldn superior. La practica
matematica la podemos considerar como ‘“‘subir la escalera”. El escalon en el que nos
apoyamos para realizar la practica es una configuracion de objetos primarios ya conocida,
mientras que el escalon superior al que accedemos, como resultado de la préactica realizada, es
una nueva configuracion de objetos en la que alguno (o algunos) de dichos objetos no era
conocido antes. Los nuevos objetos primarios aparecen como resultado de la practica
matematica y se convierten en objetos primarios institucionales gracias, entre otros procesos
de la figura 1, a procesos de institucionalizacion que forman parte del proceso de ensefianza-
aprendizaje estudiado. Para poner solo dos ejemplos, en Font (2007) y Font y Rubio (2008) se
describen dos casos en los que se puede observar como se produce la emergencia de algunos
de los objetos primarios que forman parte de las configuraciones epistémicas.

La segunda emergencia es el resultado de diferentes factores. Los principales son los
siguientes:

1) La objetividad de las matematicas, en las matematicas escolares se realiza un discurso
sobre las matematicas que, de manera explicita o implicita, envia a los alumnos el
mensaje de que las matematicas es una ciencia “cierta”, “verdadera”, “objetiva”.
Aparece pues el problema epistemoldgico de explicar la generalidad y objetividad de
las proposiciones matematicas. Si las proposiciones se consideran reglas, tal como se
asume en el EOS, la “verdad”, “certeza”, “objetividad” o "necesidad" matematica no
es mas que el "estar de acuerdo™ con el resultado de seguir una regla. Ahora bien lo
habitual en el discurso escolar es explicar la objetividad de las matematicas, explicita
o implicitamente, sugiriendo que, si bien las matematicas son el resultado de la
actividad de resolucién de problemas de las diferentes sociedades humanas, su verdad,
objetividad, etc. no depende de las personas que las han desarrollado. En cierta
manera, se les induce a lo que en filosofia se considera un realismo en valor de verdad
0 realismo epistemologico (SHAPIRO, 2000). Dicho tipo de realismo se puede
formular de la manera siguiente: sin importar si los objetos matematicos existen con
independencia de las personas y del lenguaje que usamos para conocerlos, los valores
de verdad de los enunciados matematicos son objetivos e independientes de las
personas que los enunciamos.

El paso del realismo epistemologico al ontoldgico esta relacionado con la

suposicion de que para que el conocimiento matematico sea objetivo y general, es
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necesario que sus objetos también lo sean. La cuestion epistemoldgica de la
objetividad y generalidad del conocimiento matemético conlleva pues, explicita o
implicitamente, la postulacion de objetos matematicos que también sean objetivos y

generales.

El éxito predictivo de las ciencias que usan las matematicas, se utiliza, de manera
explicita o implicita, como argumento para avalar la existencia de los objetos
matematicos. Con este argumento se esta potenciando, sobre todo, el realismo
ontoldgico. En la mayoria de los procesos de instruccion hay referencias al éxito
conseguido por las ciencias al utilizar las matematicas. Dicho de otra manera, la
relacion entre las matematicas y la realidad esta presente, en mayor o menor medida,
en casi todos los procesos de instruccion. Si bien la relacion entre las matematicas y la
realidad es un “telon de fondo” presente en todos los procesos de instruccion, hay que
resaltar que hay procesos de instruccion en los que este telén de fondo pasa a primer
plano. En determinados procesos de ensefianza-aprendizaje de las matematicas se hace
un discurso de tipo descriptivo sobre las matematicas que facilita, de manera implicita
o0 explicita, la emergencia de los objetos matematicos como objetos que existen en la
realidad. Este es el caso, por ejemplo, de algunos procesos de instruccién que

proponen una ensefianza contextualizada o realista de las matematicas.

Simplicidad, intencionalidad y reificacion, en la vida cotidiana es Gtil suponer que las
diferentes experiencias que se tienen de un objeto, por ejemplo, una silla, se deben a
que existe un objeto “silla” que es la causa de dichas experiencias. Asi como la
postulacion de los objetos como las sillas es una ficcidn util (tanto si realmente existen
como si no), también es util postular la existencia de los objetos matematicos. Su
postulacion esta justificada por ventajas practicas, en especial simplifica la teoria
matematica que se estd estudiando. Resulta muy comodo considerar que existe un
objeto matematico que es representado por diferentes representaciones, que se puede
definir por varias definiciones equivalentes, que tiene propiedades, etc.

Ademas de la comodidad y de la simplicidad que representa postular la
existencia de objetos matematicos hay razones de tipo filosofico para hacerlo. Nos

limitaremos a sefialar la tesis filoséfica, introducida en la filosofia moderna por
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Brentano, que afirma la intencionalidad del pensamiento. Fundamentalmente, la
intencionalidad significa que la actividad de la mente se refiere a, indica o contiene un
objeto. Por tanto, segun este punto de vista el sujeto, al activar configuraciones de
objetos primarios en las practicas, inevitablemente asigna un contenido intencional a
los elementos de dicha configuracion. Esta asignacion es lo que hace que se considere
que el lenguaje representa “algo”, las definiciones definen “algo”, las propiedades son
propiedades de “algo”, etc. Dicho de otra manera, se asocia a la configuracién un

contenido intencional, el cual se considera un objeto.

La metafora del objeto en el discurso del profesor, tal como se desarrolla en Font,
Godino, Planas & Acevedo (2010), en el EOS se considera que la metafora objeto
juega un papel relevante para considerarlos objetos con un cierto tipo de existencia. Se
trata de una metafora conceptual que tiene sus origenes en nuestras experiencias con
los objetos fisicos y permite la interpretacion de los eventos, actividades, emociones,
ideas... como si fueran entidades reales con propiedades. La metafora objeto esta
siempre presente en el discurso de los profesores, porque en €l las entidades
matematicas se presentan como "objetos con propiedades”. En el discurso matematico
es habitual el uso de determinadas expresiones metaféricas de esta metafora
conceptual que sugieren que los objetos matematicos no son construidos sino que son
objetos preexistentes descubiertos; nos referimos a palabras del tipo “describir”,

“hallar”, “encontrar”, “buscar” etc.

Diferenciacién entre ostensivos y no ostensivos, tal como se argumenta en Font,
Godino, Planas & Acevedo (2010), en el discurso matematico, es posible (1) hablar de
un ostensivo que representa un no ostensivo que no existe (por ejemplo, podemos
decir que f '(a) no existe debido a que el grafico de f (x) tiene una forma puntiaguda en
X = a), ¥ (2) la diferenciacion del objeto matemaético de sus representaciones. Ambos
aspectos llevan a los estudiantes a interpretar los objetos matematicos como diferentes
de sus representaciones ostensivas. Este tipo de discurso que producimos dentro de la
clase de matemaéticas, nos lleva a inferir la "existencia " del objeto como algo

independiente de su representacion.
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Estos cinco factores generan, implicitamente o explicitamente, en el aula la vision
descriptiva - realista de las matematicas que considera (1) que las proposiciones matematicas
describen propiedades de objetos matematicos y (2) que dichos objetos tienen algun tipo de
existencia independiente de las personas que los conocen y del lenguaje que se usa para
conocerlos. Dicha vision resulta dificil de evitar ya que las razones que llevan a generarla
estan actuando constantemente y de manera muy sutil. Mas que una posicion filosofica
asumida conscientemente, se trata de una forma de entender los objetos matematicos que esta
presente de manera implicita.

Segun el EOS, el objeto derivada (por ejemplo) hay que situarlo en el segundo nivel de
emergencia de objetos considerado en este enfoque. Se trata de la emergencia de una
referencia global asociada a diferentes configuraciones epistémicas que permiten realizar
practicas matematicas en diferentes contextos — en los cuales la derivada se ha interpretado
como limite, como pendiente de la recta tangente o como velocidad instantanea, ademéas como
un operador que transforma una funcion en otra-, lo cual lleva a entender que la derivada se
puede definir de diversas formas, representar de formas diferentes, etc. El resultado, segun el
EOS, es que se considera que hay un objeto, llamado derivada, que juega el papel de
referencia global de todas las configuraciones.

En el EOS, tanto la emergencia de los objetos primarios como la emergencia del
objeto que se considera como referencia global de una o varias configuraciones de objetos
primarios, se explica por el efecto conjunto que producen los procesos asociados a las
diferentes dualidades. La dualidad unitaria-sistémica permite considerar a una configuracion,
como un objeto (derivada), o bien al conjunto formado por varias configuraciones como un
objeto (derivada). Existen otras dualidades que son importantes para delimitar propiedades
que se le atribuyen a dicho objeto. La dualidad expresién —contenido, permite duplicar el
objeto considerando la representacién y el objeto representado como objetos diferentes (esto
lleva a pensar que las diferentes configuraciones son representaciones o descripciones
parciales del objeto derivada). La dualidad ostensivo/no ostensivo, permite considerar que el
objeto representado es un objeto ideal diferente de sus representaciones materiales, la
dualidad extensivo-intensivo lleva a considerar, normalmente, este objeto como algo general
y la dualidad personal-institucional, que es objetivo. La combinacion de estas dualidades
produce la emergencia de una referencia global sobre la cual se pueden realizar determinadas

acciones.
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Ahora bien, dicha referencia global, en la actividad matematica se concreta en una
configuracién epistémica determinada. Por tanto, lo que se puede hacer con este objeto esta
determinado por esta configuracion. En el EOS, el objeto que juega el papel de referencia
global, se puede considerar como unico por razones de simplicidad y, a la vez, como multiple
ya que, metaféricamente, se puede decir que estalla en una multiplicidad de objetos primarios
agrupados en diversas configuraciones.

La mirada sobre la complejidad de los objetos matematicos que tiene el EOS permite
reformular la vision “ingenua” de que “hay un mismo objeto matematico con diferentes
representaciones”. Lo que hay es un sistema complejo de précticas, que permiten resolver
problemas, en las cuales el objeto matematico (secundario) no aparece directamente, aquello
que si aparece son representaciones del objeto (secundario), diferentes definiciones,
proposiciones y propiedades del objeto, procedimientos y técnicas que se aplican al objeto y
argumentos sobre el objeto matematico (configuraciones epistémicas de objetos primarios en
términos del EOS). Dicho de otro modo, a lo largo de la historia se han ido generando
diferentes configuraciones epistémicas de objetos primarios para el estudio del objeto
matematico (secundario), algunas de las cuales han servido para generalizar a las
preexistentes.

Por ejemplo, la media aritmética (RONDERO; FONT, 2015) se ha usado, a lo largo de
la historia de las matematicas, en diversas practicas matematicas: 1) el método babilénico y el
de Herdn de Alejandria para calcular raices de enteros positivos, 2) el método de Arquimedes
para el equilibrio de los cuerpos, y el célculo de areas y volumenes, 3) el método de Merton
para estudiar el movimiento uniformemente acelerado, etc. Este conjunto de préacticas se
puede parcelar en diferentes subconjuntos de practicas que se realizan gracias a la activacion
de determinadas configuraciones epistémicas, algunas de las cuales se pueden considerar
como reorganizaciones Yy generalizaciones de las anteriores. Rondero y Font (2015)
identifican para la media aritmética diferentes contextos intramatematicos vy
extramatematicos, a cada uno de los cuales se les asocia un conjunto de practicas matematicas
y una configuracion epistémica (CE) que las permite realizar. A estas configuraciones las
denominamos: 1) el método babilénico y de Her6n para calcular raices, (CE1); 2) el método
de Arquimedes sobre el equilibrio de los pesos, principio basico de la estatica (CE2); 3)
sucesiones, progresiones aritméticas y geometricas (CE3); 4) método de Merton para el
estudio del movimiento (CE4); 5) calculo de areas, métodos de cuadraturas, formulas, etc.
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(CES). La media aritmética, a lo largo de su evolucion historica, se ha activado implicita o
explicitamente en al menos estos cinco subsistemas de practicas cada uno de los cuales tiene
una configuracion epistémica asociada. Estas configuraciones, a pesar de ser distintas entre si,
presentan articulaciones entre ellas, de manera que se pueden relacionar atendiendo al mayor
grado de generalidad.

Para el estudio del objeto matematico funcion, Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi
(2006) afirman que a lo largo de la historia las distintas civilizaciones han ido generando
diferentes configuraciones epistémicas, algunas de las cuales han servido para generalizar a
otras de las preexistentes. Estos autores consideran que esta evolucion se puede organizar en
cuatro configuraciones epistémicas (tabular, grafica, analitica y conjuntista).

Para el objeto matematico limite, Contreras, Garcia y Font (2012) y Garcia (2008),
caracterizan dicha complejidad por medio de las siguientes configuraciones epistémicas:
geométrica, preinfinitesimal, infinitesimal, numérica, métrico-analitica y topologica.

Para el objeto matematico derivada, Pino, Godino y Font (2011) caracterizan su
complejidad mediante nueve configuraciones epistémicas : 1) tangente en la matematica
griega; 2) variacion en la edad media; 3) métodos algebraicos para hallar tangentes; 4)
concepciones cinematicas para el trazado de tangentes; 5) ideas intuitivas de limite para el
calculo de méximos y minimos; 6) métodos infinitesimales en el célculo de tangentes; 7)
calculo de fluxiones; 8) célculo de diferencias y, 9) derivada como limite. En Pino, Castro,
Godino y Font (2013) se utilizan estas nueves configuraciones epistémicas para la
reconstruccion del significado global de la derivada, el cual es utilizado para valorar la
representatividad del significado pretendido en el curriculo de Bachillerato de México (a
partir de las configuraciones epistémicas activadas en las préacticas matematicas propuestas
tanto en el Plan de Estudios como en los libros de texto de dicho nivel).

En relacion con la complejidad del objeto integral, Contreras, Ordéfiez y Wilhelmi
(2010) y Ordodfiez (2011) consideran las siguientes configuraciones epistémicas: 1)
Geométrica, 2) Resultado de un proceso de cambio, 3) Inversa de la derivada, 4)
Aproximacion al limite, 5) Generalizada: (Lebesgue, Riemann, etc.), 6) Algebraica, 7)
Métodos numéricos. Crisostomo (2012), en su tesis doctoral considera, basandose en la red de
configuraciones epistémicas propuesta por Ordofiez (2011), util distinguir ocho tipos
diferentes de configuraciones que designa con los nombres de: intuitiva, primitiva,

geométrica, sumatoria, aproximada, extramatematica, acumulada y tecnol6gica, situando el
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TFC como un objeto primario central de la configuracion epistémica Ilamada primitiva,
aungue también aparece en la geométrica, la sumatoria, la extramatematica y la tecnolégica.

Otros estudios sobre la complejidad de los objetos matematicos se han realizado para
el caso de los nimeros naturales (GODINO; FONT; WILHELMI; ARRIECHE, 2009) y para
la nocién de igualdad (WILHELMI; GODINO; LACASTA, 2007).

En el marco del EOS se ha profundizado sobre la mirada sistémica de los objetos
matematicos introduciendo la idea de significados parciales y la descripcion de estos
significados parciales en términos de practicas y configuraciones de objetos primarios
activados en dichas préacticas. Esta mirada compleja se ha aplicado a diferentes objetos
matematicos como se acaba de comentar. En cambio, sobre la nocion de articulacion se ha
profundizado menos. En diferentes trabajos, en los que se usa el EOS como marco tedrico, la
articulacion entre los componentes de una configuracion epistémica se modela por medio de
funciones semidticas, por ejemplo en Godino, Font, Wilhelmi y Lurduy (2011) y en Rojas
(2012 y 2013). La articulacion entre configuraciones se ha modelado en términos de (a)
generalizacion (o mayor formalismo), por ejemplo en Godino, Font, Wilhelmi y Arrieche
(2009), Wilhelmi, Godino y Lacasta (2007) y Pino, Godino y Font (2011) y (b) proyecciones
metaforicas, por ejemplo en Acevedo (2008). En Rondero y Font (2015) se han utilizado los
tres mecanismos simultaneamente.

La reflexion realizada en el EOS sobre la complejidad del objeto matemaético, la
articulacion de los componentes en los que estalla dicha complejidad y los niveles de
emergencia que facilita esta articulacion, provee al EOS de una reflexion muy elaborada sobre
la emergencia de los objetos matematicos a partir de las practicas. En sintesis dado un objeto
matematicos, el camino que se sigue es el siguiente: 1) se muestra la complejidad asociada al
objeto matematico, 2) se analizan las diferentes maneras de relacionar, conectar o articular (en
la terminologia del EOS) los diferentes componentes de esta complejidad y 3) se analiza
como esta articulacion permite pasar de una vision compleja sobre el objeto matematico a una
vision unitaria sobre dicho objeto. Esta manera de entender la emergencia de los objetos
matematicos a partir de las practicas permite al EOS coordinarse con otras teorias en las que
la nocion de objeto matematico juega un papel importante. Por ejemplo, con la Teoria accion-
proceso-objeto-esquema (APOE) (DUBINSKY; MCDONALD, 2001), la Teoria del
embodiment (LAKOFF; NUNEZ, 2000), la Teoria de la objetivacion de Luis (RADFORD,
2008) y la Teoria de la Génesis Instrumental (TGl) (RABARDEL; WAERN, 2003) y la
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Teoria de los Registros Semidticos (TRRS) de Duval (1996), entre otras. A continuacion

comentamos algunos resultados de estas coordinaciones

Coordinacion EOS-APOE

La teoria APOE es una teoria basicamente cognitiva en la que no se ha profundizado
aun en la reflexion sobre la naturaleza de los objetos matematicos, mientras que el EOS es
una teoria mas general en la que este tipo de reflexion ya se ha realizado. Al ser dos tipos de
teorias diferentes es dificil hacer una comparacion entre ellas, incluso si nos limitamos al uso
que hacen ambas teorias del término objeto, por tanto hemos optado por la siguiente
metodologia (FONT; BADILLO; TRIGUEROS; RUBIO, 2012, 2016): 1) partir del APOE vy,
de acuerdo con esta teoria, elaborar una descomposicién genética de la derivada, que sirva
como contexto de reflexion. 2) reflexionar sobre dicha descomposicion genética desde las
herramientas tedricas que se proponen en el EOS. Este proceso nos permite concluir que la
manera de conceptualizar la emergencia de objetos en el APOS — basicamente como resultado
de dos procesos cognitivos, llamados encapsulacién y tematizacion en esta teoria — resalta
aspectos parciales del complejo proceso que, segun el EOS, hace emerger los objetos
matematicos personales de los alumnos a partir de las préacticas matematicas realizadas en el

aula.

Coordinaciéon EOS -TGlI

En un trabajo reciente (DRIJVERS; GODINO; FONT; TROUCHE, 2013) se ha
abordado la comparacion y articulacion del EOS con la TGI, en este caso mediante la
aplicacion de las respectivas herramientas al analisis de un episodio instruccional. Ademas de
analizar el mismo episodio con las herramientas tedricas de cada teoria se realiza una
comparacion de: a) Principios, b) Métodos, ¢) Cuestiones paradigmaticas y d) Conocimientos
que el uso de la teoria aporta. Los principales resultados son, ademas de que las dos teorias
nos hemos comprendido mutuamente: a) El andlisis conjunto del episodio no es contradictorio
y permite tener una vision mas completa que la que se tiene usando un solo marco tedrico. B)

Se han visto muchos puntos de contacto en las nociones tedricas que permiten una buena
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coordinacion entre las dos teorias, ¢) EI EOS ha incorporado la nocion de artefacto (FONT;
GODINO; GALLARDO, 2013).

Coordinacion TRRS-EOS

En Pino-Fan, Guzmén, Font y Duval (2015 y 2016) se reflexiona sobre la relacién
entre las representaciones y la actividad matematica subyacente durante el desarrollo de una
tarea (sobre derivadas). Para ello, se utilizan dos enfoques tedricos, uno de tipo cognitivo, la
TRRS, que considera que el aprendizaje de un concepto matematico y su aplicacion se
produce cuando varias representaciones internas apropiadas son desarrolladas e integradas
junto con las relaciones funcionales entre ellas. El otro, de tipo semidtico y pragmatico, el
EOS, también da importancia a la utilizacion de diversas representaciones, sin embargo, a
diferencia del enfoque cognitivo que considera las representaciones basicamente desde un
punto de vista representacional (algo por algo), pone el énfasis en su perspectiva instrumental
(lo que se puede hacer con ellas).

Las nociones de sistema semidtico y registro de representacion semiotica de la TRRS
son esenciales para la comprensién de la actividad cognitiva necesaria para resolver una tarea,
mientras que el EOS proporciona un nivel de analisis de la actividad cognitiva del sujeto que
muestra los objetos matematicos primarios que estan involucrados en el procesos de
tratamiento y conversién entre registros de representacion semiotica. Este ultimo tipo de
analisis complementa el llevado a cabo utilizando las herramientas de TRSR. Con las
herramientas de configuracion de objetos primarios y procesos y la funcién semioética, los
contenidos de las representaciones se hacen explicitos y se utilizan como parte de dicha
actividad cognitiva. Los resultados de la comparacion de los analisis realizados muestran que

entre estas dos perspectivas tedricas existen complementariedades.

Referéncias

ACEVEDQO, J. I. Fendmenos relacionados con el uso de metaforas en el discurso del
profesor. El caso de las gréaficas de funciones. Tesis doctoral. Universitat de Barcelona,
2008.

CONTRERAS; ORDONEZ, L.; WILHELMI, M.. Influencia de las pruebas de acceso a la
Universidad en la ensefianza de la integral definida en el Bachillerato. Ensefianza de las
Ciencias. 28(3, 2010), p. 367-384.

Perspectivas da Educacdo Matematica — INMA/UFMS —v. 9, n. 20 — Ano 2016



275

CONTRERAS, A.;: GARCIA, M.: FONT, V. Analisis de un Proceso de Estudio sobre la
Ensefianza del Limite de una Funcion. Bolema, 26(42B), p. 667-690.

CRISOSTOMO, E. Idoneidad de procesos de estudio del calculo integral en la formacion
de profesores de matematicas: una aproximacion desde la investigacion en didactica del
célculo y el conocimiento profesional. Tesis Doctoral. Universidad de Granada, 2012.

DRIJVERS, P.; GODINO, J. D.; FONT, V.; TROUCHE, L. One episode, two lenses; a
reflective analysis of student learning with computer algebra from instrumental and onto-
semiotic perspectives. Educational Studies in Mathematics, 82, 2013, p. 23-49.

DUBINSKY, E.; MCDONALD, M. A. APOS: A constructivist theory of learning in
undergraduate mathematics education research. In Derek Holton, et al. (Eds.), The teaching
and learning of mathematics at university level: An ICMI study, pp. 273-280. Dordrecht:
Kluwer Academic Publishers, 2001.

DUVAL, R. Sémiosis et pensée: registres sémiotiques et apprentissages intellectuels. Berne,
Switzerland: Peter Lang, 1995.

FONT, V. Una organizacion de los programas de investigacion en Didactica de las
Matematicas. Revista EMA, 7(2), 2002, p. 127-170.

FONT, V. Una perspectiva ontosemiotica sobre cuatro instrumentos de conocimiento que
comparten un aire de familia: particular-general, representacion, metafora y contexto.
Educacion Matematica, 19, 2, 2007, p. 95-128.

FONT, V.;BADILLO E.; TRIGUEROS, M.; RUBIO, N. La encapsulacién de procesos en
objetos analizada desde la perspectiva del enfogque ontosemidtico. En A. Estepa A. Contreras,
J. Delofeu, M. C. Penalva, F. J. Garcia y L. Orddiiez (Eds.), Investigacion en Educacion
Matemética XVI. Actas del XVl SEIEM, pp. 239-247. Jaen, Espafia, 2012.

FONT, V.; GODINO, J. D.; GALLARDO, J. The emergence of objects from mathematical
practices Educational Studies in Mathematics, 82, 2013, p. 97-124.

FONT, V.; GODINO, J. D.; PLANAS, N.; ACEVEDO, J. I. The object metaphor and
sinecdoque in mathematics classroom discourse. For the Learning of Mathematics, 30,
2010, p. 15-19.

FONT, V.; RUBIO, N. Onto-semiotic tools for the analisis of our own practice, en B.
Czarnocha (ed.), Handbook of Mathematics Teaching Research: Teaching Experiment -
A Tool for Teacher-Researchers (pp. 165-180). University of Rzeszow: Rzeszow, Poland,
2008.

FONT, V.;TRIGUEROS, M.; BADILLO, E.; RUBIO, N. Mathematical objects through the
lens of two different theoretical perspectives: APOS and OSA. Educational Studies in
Mathematics. DOI 10.1007/s10649-015-9639-6, 2015.

Perspectivas da Educacdo Matematica — INMA/UFMS —v. 9, n. 20 — Ano 2016



276

GARCIA, M. Significados institucionales y personales del limite de una funcién en el
proceso de instruccion de una clase de primero de bachillerato. Tesis Doctoral.
Universidad de Jaén, 2008.

GLASER, B. G.; STRAUSS, A. L. The discovery of grounded theory: Strategies for
qualitative research. New York: Aldine Publishing Company, 1967.

GODINO, J. D. La consolidacion de la educacion matematica como disciplina cientifica.
NUmeros, 40, 2000, p. 347-350.

GODINO, J. D.; BENCOMO, D.; FONT, V.; WILHELMI, M. R. Analisis y valoracion de la
idoneidad didactica de procesos de estudio de las matematicas. Paradigma, 27 (2), 2006, p.
221-252.

GODINO, J. D.; FONT, V.; WILHELMI, M. R.; ARRIECHE, M. ;Alguien sabe qué es el
numero? Unidn, Revista Iberoamericana de Educacion Matematica, 19, 2009, p. 34-46.

GODINO, J. D.; FONT, V.; WILHELMI, M.; LURDUY, O. Why is the learning of
elementary arithmetic concepts difficult? Semiotic tools for understanding the nature of
mathematical objects. Educational Studies in Mathematics, 77(2), 2011, p. 247-265.

LAKOFF, G.; NUNEZ, R. Where mathematics comes from: How the embodied mind
brings mathematics into being. New York, NY: Basic Books, 2000.

ORDONEZ, J. Restricciones institucionales en las matematicas de 2° de bachillerato en
cuanto al significado del objeto integral definida. Tesis Doctoral. Universidad de Jaén,
2011.

PINO-FAN, L.; CASTRO, W.; GODINO, J. D.; FONT, V. Idoneidad epistémica del
significado de la derivada en el curriculo de bachillerato. Paradigma, 34(2), 2013, p. 123-
150.

PINO-FAN, L.; GODINO, J.D.; FONT, V. Faceta epistémica del conocimiento didactico-
matematico sobre la derivada. Educagdo Matematica Pesquisa, 13(1), 2011, p. 141-178.

PINO-FAN, L.; GUZMAN, I.; FONT, V.; DUVAL, R. The theory of registers of semiotic
representation and the onto-semiotic approach to mathematical cognition and instruction:
linking looks for the study of mathematical understanding. In Beswick, K., Muir, T., & Wells,
J. (Ed.), Proceedings of the 39th Conference of the International Group for the
Psychology of Mathematics Education (\Vol. 4, pp. 33-40). Hobart, Australia: PME, 2015.

PINO-FAN, L.; GUZMAN, 1.; FONT, V.; DUVAL, R. Analysis of the underlying cognitive
activity in the resolution of a task on derivability of the function f(x) = |x|. An approach
from two theoretical perspectives. PNA (en prensa), 2015.

PREDIGER, S.; BIKNER, A.; ARZARELLO, F. Networking strategies and methods for
connecting theoretical approaches: first steps towards a conceptual framework. ZDM. The
International Journal on Mathematics Education, 40(2), 2008, p. 165-178.

Perspectivas da Educacdo Matematica — INMA/UFMS —v. 9, n. 20 — Ano 2016


http://docente.ulagos.cl/luispino/wp-content/uploads/2015/07/Pino-Fan-Guzman-Font-Duval_PME39.pdf
http://docente.ulagos.cl/luispino/wp-content/uploads/2015/07/Pino-Fan-Guzman-Font-Duval_PME39.pdf
http://docente.ulagos.cl/luispino/wp-content/uploads/2015/07/Pino-Fan-Guzman-Font-Duval_PME39.pdf

277

RABARDEL, P.; WAERN, Y. From artefact to instrument. Interacting with Computers, 15,
2003, p. 641-645.

RADFORD, L. The ethics of being and knowing: Towards a cultural theory of learning. In L.
Radford, G. Schubring, & F. Seeger (Eds.), Semiotics in mathematics education:
Epistemology, history, classroom, and culture, pp. 215-234. Rotterdam, The Netherlands:
Sense Publishers, 2008.

ROJAS, P. J. Articulacion y cambios de sentido en situaciones de tratamiento de
representaciones simbdlicas de objetos matematicos. Tesis doctoral no publicada, Bogota,
Colombia, Universidad Distrital Francisco José de Caldas, 2012.

ROJAS, P. J. Articulation and Change of Senses Assigned to Representations of
Mathematical Objects. Mediterranean Journal for Research in Mathematics Education,
12(1-2), 2013, p. 155-181.

RONDERO, C.; FONT, V. Articulacion de la complejidad matematica de la media aritmética.
Ensefianza de las Ciencias, 33(2), 2015, p. 29-49.

SHAPIRO, S. Thinking about mathematics. The philosophy of mathematics. Oxford:
Oxford University Press, 2000.

WILHELMI, M. R.; GODINO, J. D.; LACASTA, E. Configuraciones epistémicas asociadas a
la nocién de igualdad de nameros reales. Recherches en Didactique des Mathematiques, 27
(1), 2007, p. 77-120.

WITTGENSTEIN, L. Philosophical investigations. New York: The MacMillan Company,
1953.

Submetido em agosto de 2016

Aprovado em novembro de 2016

Perspectivas da Educacdo Matematica — INMA/UFMS —v. 9, n. 20 — Ano 2016



