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RESUMO

Objetiva-se neste artigo identificar as potencialidades de uma tarefa, cujo contexto é constituido por uma
situacdo realistica, em termos de elementos constituintes do conceito de limite de uma sequéncia numérica que, a
partir dela, foram mobilizados. Para tanto, apresenta-se uma andlise, de cunho qualitativo e de natureza
essencialmente descritiva, de dados oriundos da discussao realizada por trés grupos de estudantes. Observou-se a
mobilizacdo dos seguintes elementos: identificacdo de diferentes tipos de sequéncias; discussdo de possiveis
formas de organizagdes dos seus termos; observagdo quanto ao “modo” de crescimento desses termos; analise da
diferenca na variacdo entre os termos das sequéncias e de seu comportamento em curto e longo prazo. A
organizacdo da tarefa como suporte para o trabalho em episodios de resolucdo de tarefas proporcionou aos
estudantes participacdo ativa, tanto na resolucdo quanto nos momentos de discussdo que levaram a
sistematizacdo de elementos constitutivos do conceito de limite de sequéncias numéricas.

PALAVRAS-CHAVE: Ensino de Calculo Diferencial e Integral. Tarefas Matematicas. Ambiente de
Ensino e de Aprendizagem. Limite de uma Sequéncia Numérica.

ABSTRACT

This article aims to identify the potentialities of a task whaose context is constituted by a realistic situation, in
terms of constituent elements of the concept of limit of a numerical sequence that have been mobilized from it.
For that, an analysis of qualitative nature and essentially descriptive nature of data from the discussion carried
out by three groups of students is presented. The following mobilized elements were observed: identification of
different types of sequences; discussion of possible forms of organizations of their terms; the "mode" of growth
of these terms; analysis of the difference in the variation between the terms of the sequences and their behavior
in the short and long term. The organization of the task as support for the work in episodes of task resolution
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gave the students their active participation both in the resolution and in the moments of discussion that led to the
systematization of elements constituting the concept of limit of numerical sequences.

KEYWORDS: Teaching Differential and Integral Calculus. Mathematical Tasks. Teaching and Learning
Environment. Limit of a Numerical Sequence.

Introducéo

Nas ultimas décadas, o ensino de Calculo Diferencial e Integral (CDI) tem sido objeto
de investigacdo na Educacdo Matematica (RASMUSSEN; MARRONGELLE; BORBA,
2014; SAD, 1999; VILLARREAL, 1999; CABRAL, 1998; REZENDE, 1994; CABRAL,
1992 dentre outros), buscando compreender as razdes pelas quais estudantes apresentam
dificuldades nessa disciplina, o que acarreta altos indices de reprovacdo e desisténcia, ndo
apenas no Brasil. Se, por um lado, as pesquisas tém contribuido para uma compreensdo mais
ampla de como estudantes aprendem funcéo, limite, derivada e integral, por outro, pouco
desses resultados tem chegado a sala de aula, como destacam Rasmussen, Marrongelle e
Borba (2014).

Pensar em propostas referenciadas teoricamente, que sejam factiveis as salas de aulas
regulares e que possibilitem, em alguma medida, contribuir para essa discussdo, é nossa
preocupacdo constante e recorrente, e um elemento que diferencia esse trabalho de outros que
usualmente discutem questdes acerca do ensino de CDI. Assim, o como “transpor” para
nossas salas de aula as ideias oriundas dos estudos e resultados de pesquisa teérica é um
desafio. Enquanto pesquisadores e professores de CDI, nossa contribuicdo as pesquisas tem
sido desenvolver tarefas que integrem o ambiente de ensino e de aprendizagem dessa
disciplina em condicdes reais de ensino, que auxiliem os estudantes na elaboracdo de
conceitos partindo de suas concepcdes intuitivas e de suas estratégias informais, por meio de
pesquisa de carater intervencionista.

Especificamente, neste trabalho, nosso objetivo, oriundo da pesquisa que deu origem
as dissertacbes do primeiro e do segundo autores (FONSECA, 2017; RAMOS, 2017), é
identificar as potencialidades de uma tarefa proposta a estudantes que cursam a disciplina de
CDI 1°., cujo contexto é uma situacéo realistica, em termos de elementos constituintes do

conceito de limite de uma sequéncia numérica e que foram mobilizados a partir dela. Essa

*Adotamos a expressio CDI para o Célculo Diferencial e Integral enquanto area de conhecimento, abarcando as
disciplinas de CDI 1, CDI 2; etc. cursadas pelos estudantes, respectivamente no 1° 2° etc. semestres da
universidade em que se desenvolve a pesquisa.
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pesquisa foi desenvolvida em ambito do projeto “Investigagdo de um ambiente educacional
para o Célculo Diferencial e Integral em condicbes reais de ensino” (CNPq, Processo
457765/2014-3), em desenvolvimento junto ao Programa de Pos-Graduacdo em Ensino de
Matematica da UTFPR, campus Londrina — Cornélio Procopio. A partir desta introducéo,
apresentamos: a tarefa proposta aos estudantes; o contexto e os procedimentos metodolédgicos
para a coleta de dados; a descricdo e a andlise da tarefa desenvolvida e algumas implicacdes

da pesquisa para o ensino.

Apresentacdo de Alguns Elementos Envolvidos no Ambiente

Inspirados nos trabalhos Palha, Dekker, Gravemeijer e Van Hout-Wolters (2013) e
Palha, Dekker e Gravemeijer (2015), propomos a organizacdo de ambientes de ensino e
aprendizagem pautados em episodios de resolucdo de tarefas (adaptacdo do inglés shift
problem lessons, expressdo cunhada por esses autores). Nossa organizagdo segue na
contramdo da forma tradicional de um curso de CDI, na qual é apresentado um novo conceito,
seguido de demonstracdes, exemplos e listas de exercicios. Nesta secdo do texto, buscamos
caracterizar os elementos que constituem esse ambiente.

Ambiente de aprendizagem, por sua vez, refere-se ao contexto em que ao individuo
sdo oferecidas oportunidades para aprender. Organizamos nosso ambiente em episodios de
resolucio de tarefas® (COUTO; FONSECA; TREVISAN, 2017; TREVISAN; MENDES,
2018). Em nossa proposta, antes da apresentacdo de uma definicdo’, os estudantes sio
convidados a explorar ideias matematicas de forma intuitiva, e suas estratégias sdo tomadas
como ponto de partida para a sistematizacdo de conceitos da disciplina. Tal premissa vai ao

encontro das ideias de Laudares (2013):

Entdo, se requer uma aproximagao e um desvelar do conceito, como pré-requisito do
ato de definir. Que a definicdo aflore, e se mostre ap06s a aquisi¢do conceitual pelo
estudante, isto é, que o ato de conceituar preceda ao ato de definir. Assim, ao
processar a definicdo, pelas representacdes utilizadas, pode ser gerado um espago no

® Adaptado do inglés shift problem lessons, expressdo proposta por Palha, Dekker, Gravemeijer e Van Hout-
Wolters (2013) e Palha, Dekker e Gravemeijer (2015).
" Para Laudares (2013, p. 7), o “conceito implicito na defini¢do se reveste de uma formalizagio, com o uso de
uma linguagem prdpria e especifica a cada ciéncia. Entdo, no caso da Matematica, como em toda ciéncia, a
definicdo € formulada com uma simbologia, criada por uma convengdo, com normas e particularidades de
expressao”.
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qual os elementos constituintes do conceito se explicitam e se mostram com
possibilidades de serem, mais bem assimilados. (p. 7, grifos nossos).

Esses “momentos” sdo organizados a partir da proposi¢do de tarefas elaboradas e/ou
adaptadas de materiais curriculares, que ndo sejam precedidas da apresentacdo de definicGes
ou exemplos similares, e que seu desenvolvimento em grupos em sala de aula contribua para
uma elaboracgdo provisoria e posterior a sistematizacdo. O papel ativo do estudante, a partir do
dialogo colaborativo na resolucédo das tarefas, organizando, discutindo e transformando ideias,
proporciona levantar e testar hipéteses, responder indagagdes propostas, tanto pelo professor
quanto pelos colegas, e caminhar na direcao da elaboracao de conceitos matematicos.

O professor, por sua vez, precisa estimular o aluno a mostrar, explicar, justificar,
criticar e melhorar as ideias matematicas que emergem do trabalho com as tarefas,
conduzindo a sistematizacdo de conceitos subjacentes a elas. Assim, cabe a ele “a
responsabilidade de selecionar e lhe propor boas tarefas [...] [e] criar condi¢des para que oS
estudantes possam envolver-se, significativamente, com elas” (FERREIRA; BURIASCO,
2015, p. 461, grifo das autoras).

Em relacdo ao termo tarefa®, diversos sdo os referenciais que temos utilizado para
conceitud-lo. Para Stein ¢ Smith (2009), uma tarefa é definida como “um segmento da
atividade da sala de aula dedicada ao desenvolvimento de uma ideia matemaética particular (p.
105)”. No sentido proposto por Ponte (2014, p. 14), tarefas sdo “elementos organizadores de
quem aprende, sendo em sua maioria proposta por professores e, uma vez propostas, devem

ser interpretadas pelos alunos podendo originar atividades diversas”. Assim, uma

[...] tarefa pode ter ou ndo potencialidades em termos de conceitos e processos
matematicos que pode ajudar a mobilizar. Pode dar lugar a atividades diversas,
conforme o modo como for proposta, a forma de organizacdo do trabalho dos
alunos, o ambiente de aprendizagem, e a sua prdpria capacidade e experiéncia
anterior (PONTE, 2014, p. 16, grifos nossos).

De modo mais geral, podemos entender tarefas como um “amplo espectro de ‘coisas a
fazer’ pelos estudantes em sala de aula, o que inclui desde a execugdo de exercicios

algoritmicos até a realizagdo de investigacdes ou constru¢do de modelos matematicos”

8Utilizaremos a palavra tarefa em lugar de tarefa de aprendizagem matemética.
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(TREVISAN, BORSSOI, ELIAS, 2015, p.3). Podem ser planejadas de acordo com diferentes
niveis de demanda cognitiva, relacionando-se com o tipo de raciocinio exigido dos estudantes

para sua resolucao. Assim, segundo Stein e Smith (2009),

[...] tarefas que pedem aos alunos a execucdo de um procedimento memorizado, de
maneira rotineira, representam certo tipo de oportunidade para os alunos pensarem;
tarefas que exigem que os alunos pensem conceitualmente e que os estimulem a
fazer conexdes representam um tipo diferente de oportunidade para os alunos
pensarem. (p. 22).

Para essa obra, Stein e Smith (2009), tarefas consideradas de alta demanda cognitiva
(em oposicdo aquelas que envolvem reprodugdo de fatos, regras ou férmulas, ou focam
somente a explicacdo do procedimento usado) caracterizam-se pela atencdo que deve ser
despendida pelos estudantes no uso de procedimentos e compreensdo de conceitos, bem como
0 uso de multiplas representacbes (visuais ou simbolicas), exigindo assim um esforco

cognitivo para a compreensdo de conceitos subjacentes.

Nesse sentido, conhecer as oportunidades que as tarefas podem oferecer quanto aos
possiveis métodos de solucdo, a pertinéncia das mdltiplas respostas, 0s conceitos
envolvidos, a familiaridade do estudante com a tarefa, o que Ihe é solicitado em
relagdo ao conteldo ou as competéncias parecem se constituir em um recurso
necessario que o professor precisa conhecer (FERREIRA; BURIASCO, 2015, p.
461).

O contexto de uma tarefa, por sua vez, mostra-se como um elemento fundamental a ser
considerado quando se pensa nas oportunidades de aprendizagem que uma tarefa pode
oferecer, em termos dos conceitos que podem ser mobilizados pelos estudantes a partir delas,
e pode constituir-se a partir de diferentes situacGes: efetivamente reais, realisticas
(imaginaveis), fantasiosas ou circunscritas por uma linguagem matematica. A palavra
realistica ndo necessariamente estabelece uma conexdo com o mundo real, mas
principalmente a ideia de “oportunizar aos estudantes situagdes que eles possam imaginar
[..]. E a énfase dada em tornar algo real na mente dos estudantes” (TREVISAN;
BURIASCO, 2015, p. 169, grifos dos autores).

Nessa dire¢do, Laudares (2013) aponta que, para o estudante poder conceituar,
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O professor de matematica, diferente do matematico que busca um nivel superior de
abstracdo e generalidade, apresenta [...] uma situacdo ou espago de situacdes [...]
matematicas e ndo matematicas da vida real, das ciéncias e da tecnologia propondo o
uso de analogias e metaforas, sempre associadas a resolucdo e analise de problemas,
fomentando a atitude heuristica. (p. 5).

O termo conceito refere-se, aqui, a “intelectualizagdo da experiéncia obtida da pratica
e pela aplicagcdo”, conforme sugerido por Laudares (2013, p. 4), com base nos trabalhos de
John Dewey. Um conceito ndo se forma apenas por memorizacao e associacao de palavras,
mas pelo surgimento de um problema ou como ponto de partida de uma proposicao, de uma
atividade que inquire o sujeito da experiéncia. Assim, pensar um ambiente que privilegie “o
trabalho com conceitos requer a criacdo de um espaco de trabalho pela ‘atividade’,
mobilizando os estudantes para acdo, substituindo a passividade da pedagogia tradicional da
aula verticalizada do vetor professor — aluno” (LAUDARES, 2013, p. 5).

Se, por um lado,

[...] ndo é possivel dizer a priori quais seriam bons problemas de contexto, visto que
essa caracterizagdo depende da relacdo que o resolvedor em potencial estabelece
com o enunciado, [por outro lado] a proximidade do contexto com o repertério do
estudante aumenta a possibilidade de matematizacéo®(FERREIRA; BURIASCO,
2015, p. 454).

Um elemento que destacamos, ao pensar 0 desenho das tarefas de aprendizagem, é a
incorporacdo de recursos tecnoldgicos. Sua integracdo possibilita que os estudantes
mobilizem diferentes tipos de representacdo, oferecendo oportunidades para interatividade, na
direcdo do que Borba, Silva e Gadanidis (2015) caracterizam como experimentacdo com
tecnologias. A interacdo entre diferentes tecnologias auxilia as formulacdes de conjecturas
essenciais no pensamento matematico contribuindo para o transito entre as representacdes de
conceitos centrais do Calculo (VILLARREAL, 1999).

O Conceito Matematico Subjacente as Tarefas: Limite de uma Sequéncia Numerica

Em linhas gerais, toma-se matematizacdo como um processo de organizagdo da realidade usando ideias e
conceitos matematicos.
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O conceito de limite é uma das ideias fundamentais no entendimento do CDI, bem
como no desenvolvimento do pensamento matematico rigoroso. Apesar dessa posicdo central
no Célculo, sua aprendizagem tem se mostrado dificil em funcdo das multiplas dificuldades e
obstaculos que surgem da complexidade do conceito e de como se organizam as praticas
didaticas.

Para o desenvolvimento da proposta que d& origem a este trabalho, apoiamo-nos nas
ideias de Weigand (2014). Segundo esta obra,

[as] dificuldades que os alunos apresentam na definicdo formal de limite e derivada
ja sdo sabidas. Eles até conseguem utilizar a definicio em um dado contexto,
resolver problemas de um nivel formal, mas falta uma avangada compreensao dos
conceitos. (p. 603, traducdo nossa).

Essa falta acarreta dificuldades que sdo “carregadas” pelos estudantes ao longo do
curso, que buscam incessantemente a aplicacdo de modelos prontos, de reproducdo. Quando
Ihes é proposta uma tarefa para a qual apenas a reproducdo nao é suficiente, a falta da
compreensdo da definicdo formal € evidenciada. Além disso, obstaculos associados a
compreensdo do conceito de limite de uma sequéncia numérica comprometem o entendimento
de conceitos mais amplos, como o limite de uma funcdo real de variavel real, bem como o
processo de limite inerente aos conceitos de derivada e integral definida.

Weigand (2004, 2014) sintetizaram varios resultados de pesquisas sobre ensino,

aprendizagem e compreensao do conceito de limite, dos quais destacamos dois.

e A compreensdo formal do conceito de limite € um desafio para os alunos, pois
exige visualizaces e explicacdes que utilizam diferentes representacdes, indo além
da representacdo simbolica.

e Compreender o processo de constru¢do numérica e grafica e de calculo de limites
torna-se essencial para a compreensao do conceito além de uma definigdo formal, o

que pode ser conduzido por visualizagdes no computador.

Essas obras defendem um trabalho inicial do CDI partindo do estudo de sequéncias
numericas (que sdo fungbes cujo dominio é o conjunto dos naturais) para depois ser

apresentado o estudo de fungbes nos reais e enfatiza algumas razdes para revitalizar o
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conceito de sequéncia na matematica escolar, das quais destacamos: (i) problemas da vida real
permitem sua representagdo matematica por meio de sequéncias; (ii) sequéncias sdo
ferramentas para o desenvolvimento de processos em dominios continuos, tais como o
quociente de diferencas que pode ser tomado como base para o conceito de diferencial, ou as
somas parciais de termos de uma sequéncia como contexto para o calculo integral.

O conceito de limite de uma sequéncia numérica convergente € constituido de ideias
sofisticadas (RAMOS, 2017), que precisam ser problematizadas com os estudantes, tais
como: (i) a distancia entre os termos da sequéncia que se tornam menores a medida que
tomamos valores maiores de n; (ii) a notacdo modular que representa a distancia entre os

termos consecutivos; (iii) a arbitrariedade de n,, a partir da qual garantimos que a distancia

entre os termos de uma sequéncia ¢ um nimero “L” torna-se menor que um “épsilon”; (iv) o
fato de que podemos ‘“desconsiderar” uma quantidade finita de pontos da sequéncia se
garantirmos que, a partir de certa posicdo, seus termos tenham um comportamento que
garanta a convergéncia.

Temos adotado em nossa dinamica de trabalho uma estrutura curricular “nao usual”
para a disciplina de CDI 1 (XXXX, 2017), por meio da organizacdo dos contetidos em
formato de espiral, adiando um tratamento rigoroso de limites e privilegiando a exploracdo de
ideias intuitivas que fomentem a elaboragdo de conceitos matematicos, por meio de episédios
de resolucdo de tarefas. Referenciais que nos “inspiraram” a implementar essa nova
organizacdo em nosso ambiente de ensino e aprendizagem de CDI incluem, além dos
trabalhos de Weigand (2004, 2014) ja citados, obras como (i) o polémico livro Calculus Made
Easy (THOMPSON; GARDNER, 1998), que serviu de base para pensar 0s conceitos
fundamentais do Caélculo de forma intuitiva, com pouco formalismo e valorizacdo de
aplicacdes; (ii) Moise (1972 - prefacio), que propde uma organizacdo de conteddos em
formato de espiral, que, segundo o autor, sustenta “uma longa preparacdo para a defini¢do
formal, com o fim de eliminar com antecedéncia tantas dificuldades quanto possivel”; (iii)
Toeplitz (1963), em que o autor propde basear-se nas condi¢cbes de aparecimento e
desenvolvimento histérico do CDI para pensar o0 modo de apresentacdo de conceitos dessa

disciplina.

Tarefa Proposta
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Em nossa proposta de trabalho com episodios de resolucdo de tarefas, os estudantes
organizam-se em grupos e trabalham de forma colaborativa, organizando, discutindo e
transformando ideias. Ao mesmo tempo, sdo incentivados, nos momentos de socializacdo, a
explicitarem suas estratégias de resolugédo para a sala, que servem como ponto de a elaboragédo
de definicdes provisorias, antes que conceitos sejam descritos com precisao e os resultados a
eles relacionados sejam provados.

A tarefa foi construida buscando ser acessivel e convidativa, de modo que o0s
estudantes sentissem que “valia a pena” ser resolvida (TREVISAN; BURIASCO, 2015).
Além disso, o contexto foi selecionado com vistas a tornar a tarefa flexivel, permitindo que
fosse resolvida em diferentes niveis de complexidade e por meio de diferentes estratégias
(FERREIRA; BURIASCO, 2015).

Essa tarefa foi adaptada de Weingand (2014), tendo as sequéncias numéricas como
conteddo matematico subjacente, e foi organizada no intuito de explicitar elementos
constituintes do conceito de limite. O trabalho com sequéncias numéricas possibilita uma
exploragdo do comportamento “em longo prazo” dos seus termos, base intuitiva para a

elaboracdo do conceito de limite. O enunciado utilizado é mostrado na Figura 1.

A empresa COMPUNET fornece conexdes de Internet para seus atuais 10.000 consumidores. A
COMPUNET est4 interessada na contratacdo de uma agéncia de publicidade para desenvolver uma
campanha para aumentar o nimero de consumidores. A empresa tem trés agéncias de publicidade
diferentes para escolher: PROMOHALS, H & G publicidade e SCHLEICH & Co. Cada empresa
garante um aumento do lucro para a COMPUNET, mas em ritmos diferentes. Seu trabalho é investigar
qual agéncia é a melhor.

A campanha desenvolvida pela PROMOHALS promete um crescimento nos negocios, conforme
mostrado no gréfico.

PHOMOHALS
60

50

40 o2

30 ®

20 o2

10

Clientes Milhares
[
[

16 Meses 20

Perspectivas da Educacdo Matematica — INMA/UFMS —v. 11, n. 26 — Ano 2018




444

H & G Adversiting
A campanha da agéncia de publicidade H & G Adversiting promete um crescimento mensal a uma taxa
de 10%. Ou seja, 0 nimero de clientes de cada més é 10% maior que do més anterior.

A Schleich & Co promete o crescimento mostrado na Tabela.

Tempo 4\ o 34|56 |7 | 8|9 |10]11|12]13]14|15]16]17
(Meses)
Clientes | 01 15| 10 | 23 | 27 | 30 | 32 | 34 | 36 | 38 | 30 | 40 | 41 | 42 | 42 | 43 | 43
(Milhares)

Figura 1: O caso da Compunet
Fonte: Adaptado de Weigand (2014).

A tarefa tem potencial para sustentar uma discussao sobre sequéncias numéricas
particulares: progressdo aritmética, no caso da primeira empresa; progressdo geomeétrica, na
segunda empresa, €, na terceira empresa, fornece indicios de certa “estabilizacao” em seus
comportamentos. Acreditamos que, ao exploré-la, os estudantes possam “contar com suas
experiéncias anteriores, esbocar uma linha de raciocinio, arquitetar uma resolugdo de modo
auténomo ou com seus pares” (FERREIRA; BURIASCO, 2015, p. 461).

Além disso, busca mobilizar conceitos e processos matematicos (PONTE, 2014)
relacionados com identificacdo de diferentes tipos de sequéncias, sua organizagdo de forma
recursiva ou por meio do termo geral, observacdo quanto ao crescimento (porém, com taxas
diferentes), variacdo entre os termos da sequéncia e uma analise de seu comportamento em

curto e longo prazo.

Contexto e Procedimentos Metodol6gicos da Pesquisa

Os dados aqui apresentados sdo oriundos da aplicacdo da tarefa (uma das que
compdem nosso ambiente de aprendizagem) a estudantes ingressantes em quatro turmas de
cursos de Engenharia no ano de 2016 (duas no 1° semestre e duas no 2° semestre), nas quais
0s dois primeiros autores deste texto realizaram seu Estdgio de Docéncia, atrelado a
elaboracdo da dissertacdo. A tarefa foi proposta logo na primeira aula da disciplina, no
laboratdrio de informética. Estavam presentes cerca de 45 alunos, que se organizaram em
grupos de trés ou quatro integrantes, por eles definidos. Aos estudantes foi disponibilizado um
arquivo em uma planilha de dados (Excel) contendo as informacdes apresentadas na Figura 1.
A escolha do formato foi, possivelmente, por tratar-se de um software com o qual os
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estudantes j& tinham algum contato, portanto a tecnologia poderia ser um recurso para as
tomadas de decisdo frente a situagéo.

Para a coleta de dados, utilizamos a producdo escrita dos estudantes, gravacdes de
audios e videos, assim como arquivos dos registros das planilhas. Selecionamos para a analise
trechos de didlogos entre alunos de trés grupos diferentes (G1, G2 e G3). Em cada trecho
transcrito, utilizamos letras (A, B, C...) para referir aos integrantes de cada grupo. A escolha
deveu-se a riqueza e a diversidade de elementos presentes nos didlogos, conforme aspectos
discutidos na proxima sessdao. Nossa andlise é de cunho qualitativo e de natureza
essencialmente descritiva, 0 que ndo permite uma generalizacdo dos resultados, mas

possibilita uma reflexdo, tomando por base o quadro tedrico apresentado.

Andlise e Discussao dos Dados

Com a aplicacdo da tarefa, podemos destacar algumas de suas potencialidades em
termos de elementos constituintes do conceito de limite de uma sequéncia numérica que a
discussdo ajudou a mobilizar a partir da analise de trechos do dialogo entre trés grupos de
alunos, assim como elementos que puderam fomentar as discussdes coletivas referentes ao
modo de lidar com os conhecimentos matematicos envolvidos no conceito de limite.

O modo como o G1 abordou a tarefa é ilustrado na transcri¢éo a seguir:

Estudante A: Temos que analisar a mais vantajosa.

Estudante B: Sim! Qual o comportamento com que podemos descrever?

Estudante C: Tem umas formulas que da para nds descrevermos o comportamento das
empresas.

Estudante A: A primeira empresa € linear... cresce a juros fixo....sempre 2000 por més.
Estudante B: A segunda da para representar por juros compostos, alguém lembra a formula?
Estudante C: A terceira é melhor em curto prazo... a longo ela fica constante.

Estudante A: Para acharmos a fungao, precisamos pegar dois pontos do grafico.

Estudante B: Vamos organizar no arquivo e na folha para a entrega da resolugéo.

Estudante A: A terceira parece com aquelas func6es que tende ao infinito.

Estudante B: Ela em certo ponto vai para...

Para o G1, o trabalho em grupo favoreceu que as escolhas de como lidar com uma
situacdo se iniciassem a partir de uma busca por reconhecimento de possiveis padrdes de
resolucdo da tarefa, sendo possivel reconhecer que seu conhecimento a priori foi o0 ponto de

partida para lidar com cada proposta. Isso pode ser observado quando o estudante B questiona
Perspectivas da Educacdo Matematica — INMA/UFMS —v. 11, n. 26 — Ano 2018



446

qual comportamento pode descrever a situacdo (em uma tentativa de reconhecer o modelo de
cada proposta) e ao obter como resposta (linear e juros compostos, funges que tendem ao
infinito). Tarefas que suscitem que os alunos utilizem os seus conhecimentos como pontos de
partida para discussdo e desenvolvimento de conceitos matematicos sdo nosso objetivo e que,
por meio delas, os alunos sintam-se convidados a utilizar e desenvolver a Matematica como
ferramenta para organizar situacdes da realidade.

O professor, ao acompanhar o desenvolvimento de uma tarefa em grupo como essa,
tem a oportunidade de aproveitar os dizeres de seus alunos para provocar discussdes
referentes as dificuldades que eles tém ao longo do curso e que irdo refletir na construgédo do
conceito de limite. E usual que alguns alunos utilizem as coordenadas de dois pontos de um
grafico para obter um modelo linear para um grafico ndo linear, ou, a partir de um modelo
algébrico, obter uma representacdo por segmentos de reta (ou reta), o que é um equivoco. A
oportunidade dessa discussdo ¢ dada ao estudante A, quando diz: “para acharmos a fungao,
precisamos pegar dois pontos do grafico” e sua afirmacéo ndo é rebatida por seus colegas. De
Lange (1999) sugere que os professores devem saber dos problemas de aprendizagem de seus
alunos enquanto ensinam, dos seus progressos e do nivel de formalidade em que eles estdo
operando, de modo que possam adaptar as suas estratégias de ensino para atender as
necessidades desses alunos.

No que tange a exploracdo da diferenca entre os termos consecutivos da primeira
empresa, G1 aponta’® que o nimero de clientes da primeira empresa “cresce a juros fixo,
sempre 2000 por més”, 0o que implica em uma sequéncia de diferencas constante, como
explicitado em “Gente a taxa de variagdo da primeira empresa ¢ constante! ”. O estudante A
afirma: “a terceira parece com aquelas fungdes que tende ao infinito”. Essa afirmacao, se
verdadeira, implica em um modelo cuja sequéncia entre os termos consecutivos é crescente
(infinito positivo). Pela afirmacdo seguinte, do estudante B, porém, parece terem entendido
que a funcdo no infinito tende para um valor, 0 que permite discutir uma sequéncia de
diferenca que tende a zero. Uma discusséo a partir desse trecho favorece ao aluno reconhecer
gue a estabilidade de um modelo no infinito (ou sua convergéncia) depende exclusivamente

do comportamento da sequéncia de diferenca.

19 para simplificar a escrita, referimo-nos em alguns momentos ao grupo como um todo.
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No caso do G2, durante a exploragdo inicial da tarefa, sdo mobilizados conceitos
associados a tipos particulares de sequéncias numéricas, como ilustrado na transcri¢do do

dialogo a sequir:

Estudante A: Gente, a taxa de variacdo da primeira empresa é constante!
Estudante C: Sim! Da terceira vai diminuindo, acho que para de variar!
Estudante A: Verdade!

Estudante B: A segunda ...cresce a uma taxa percentual constante!

Estudante A: Sim! A primeira é uma P.A. e a segunda uma P.G., mas a terceira continua
estranha! Parece que ela para de crescer!

No trecho destacado acima, os estudantes reconhecem nas duas primeiras situacdes o
comportamento de progressao aritmética e progressao geométrica. Eles mencionam que uma
tem uma taxa de variagdo constante e a outra uma taxa percentual constante, respectivamente.
E possivel inferir que, para esse grupo de estudantes, a acdo de lidar com a primeira e a
segunda situacdo de forma isolada torna a tarefa de baixa demanda cognitiva, pois nelas
reconheceram padrfes e se concentraram em explica-los. Por outro lado, ao buscar
compreender a terceira situacdo, foi-lhes exigido um esfor¢o cognitivo para compreenderem
seu comportamento, e as respostas estdo ligadas a incertezas (“acho”; “a terceira continua
estranha”).

Nesse trecho, os estudantes ndo mencionam uma analise em longo prazo, mas indicios
de uma analise finita. O professor pode aproveitar a situacdo para discutir como 0
comportamento no infinito depende do comportamento da sequéncia de valores para um

namero de termos suficientemente grande (para cada faixa de analise, um valor de n diferente

vai ser requerido).
Os integrantes do G3 reconhecem a necessidade de avaliar as empresas em curto,

médio e longo prazo, conforme dialogo transcrito a seguir:

Estudante A: Bom, a anélise depende do tempo.

Estudante B: Sim, na verdade do que a empresa precisa!

Estudante C: Isso! Temos que analisar a curto, médio e longo prazo.

Estudante A: Ai depende da Compunet, do que ele precisa, se é algo rapido ou em longo
prazo.

Para lidar com a situacdo, o grupo construiu tabelas, lado a lado, e graficos conjuntos

que representavam o numero de clientes de cada uma das empresas (Figura 2). Destaca-se,
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porém, que, apesar de apresentar um conjunto de dados discretos em suas tabelas, eles

representaram as situacoes por funcbes de dominios continuos.

10000 10000,0 10000
12000 11000,0 15000
14000 12100,0 13000 70000
16000 13310,0 23000
18000 14641,0 27000 60000
20000 161051 30000
22000 177156 32000 Sa000
24000 19487,2 34000

7 26000 21435,9 36000 20000
10 28000 23579,5 3ao000
11 30000 259374 39000
12 32000 28531,2 40000
13 34000 31384,3 41000
14 36000 34522,7 42000
15 38000 37375,0 42000
16 40000 417725 43000
17 42000 45343,7 43000
18 44000 50544,7 44000 o
19 46000 55593, 44000
20 48000 611531 44000

Titulo do Grafico

@ W e

300001

200001

10000

1 2 3 4 5 6 7 & i 10 11 12 13 14 15 16 2 18 19 0

Figura 2: Organizagdo dos dados proposta por G4.
Fonte: autores.

Com base nos elementos apresentados pelos trés grupos em suas analises, pode-se
inferir que a tarefa potencializou a exploragédo da variagéo entre os termos da sequéncia e uma
analise de seu comportamento em curto e longo prazo, elementos necessarios a elaboracdo do
conceito de limite de uma sequéncia numérica. Com isso, definiram que para toda sequéncia
fa,), a diferenca entre seus termos consecutivos pode ser associada uma outra sequéncia (Aa,,)
tal que Aa, = a,-; - a,.

No caso da primeira empresa, 0s alunos reconheceram uma sequéncia de diferengas
ndo nula, constante, positiva, o que fez a situagdo ter um crescimento linear. Sendo crescente,
ndo € possivel estabelecer o maior nimero de clientes que essa primeira empresa vai assumir,
pois, a medida que o tempo varia, maior vai ser 0 numero de clientes. Pode-se perceber que
eles, intuitivamente, reconheceram que a sequéncia que representa o nimero de clientes da
primeira situagdo ndo possui limite, quando o tempo tende ao infinito, e que se trata de uma
sequéncia divergente.

Para a segunda empresa, reconheceram uma sequéncia de diferencas crescente,
positiva. O professor, nessa situacdo, pode conduzir os seus alunos a investigar a taxa de
variacdo entre os termos da sequéncia de diferencas dessa situacdo, que também € uma
sequéncia positiva e crescente. Essa nova sequéncia pode auxilia-los a compreender a

concavidade para cima da representacdo grafica. Assim, na primeira situacdo, intuitivamente,
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disseram que a sequéncia que representa o nimero de clientes da segunda situacdo ndo possui
limite, quando o tempo tende ao infinito, e que se trata de uma sequéncia divergente.

Na situacdo que representa a terceira empresa, 0s alunos reconheceram uma sequéncia
de diferencas positiva, por isso uma representacdo grafica crescente. Ao investigarem, porém,
a sequéncia de diferencas da sequéncia de diferencas, eles perceberam que ela, apesar de
positiva, é decrescente, o que faz o grafico que a representa ser concavo para baixo. Ainda
mais, notaram que essa nova sequéncia passa a ser, ou tende a um ndmero préximo de zero,
que favorece a sequéncia de clientes a tender para um numero “fixo” ao analisar a situacdo em
longo prazo. Assim, no caso da terceira empresa, um grafico concavo para baixo, combinado
com uma tendéncia a “estabiliza¢do”, implica na existéncia de um limite para a sequéncia
original. Essa tendéncia a “estabilizacdo” do nuimero de clientes, elemento essencial para
elaboracdo do conceito de limite de uma sequéncia numérica que a tarefa ajudou a mobilizar,

€ mencionada em trés dos grupos:

“parece com aquelas funcdes que tende[m] ao infinito” / “a longo ela fica constante ”
(Gl)

“Parece que ela para de crescer!” (G2)

“Inicialmente a terceira empresa nos dara o maior nimero de clientes! [...] Mas depois

para!” (G3)

Em suas producdes escritas, alguns grupos apresentaram descricdes do comportamento
grafico como uma “baixa em seu crescimento”, outros, como “torna-se constante”. Houve,
ainda, descricdo em suas produgdes indicando que a empresa “estabiliza” seu crescimento.

Apresentamos duas producgdes escritas nas Figuras 3 e 4.
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Figura 3: Produc&o escrita de um dos grupos™.
Fonte: autores.

Figura 4: Produc&o escrita de um dos grupos*?.
Fonte: autores.

As ideias informais subjacentes a essas falas possibilitaram a realizacdo, junto a turma
como um todo, de discussdes coletivas que foram sistematizados por meio da elaboracdo de
uma definicdo provisoria de sequéncia convergente. Em tais defini¢des, foi possivel
problematizar ideias incompletas ou equivocadas sobre limites de uma sequéncia, que
corroboram resultados apontados por Przenioslo (2005), tais como: (i) o limite existe se 0s
termos aproximam-se de um ponto, mas ndo o atingem; (ii) uma sequéncia convergente é
monotona; (iii) se um namero infinito de termos de uma sequéncia aproxima-se de um valor,

entdo a sequéncia é convergente.

Considerac0es Finais

Neste artigo, buscamos identificar as potencialidades de uma tarefa proposta a
estudantes que cursam a disciplina de CDI 1, cujo contexto é constituido por uma situacao
realistica, em termos de elementos constituintes do conceito de limite de uma sequéncia
numérica que, a partir dela, foram mobilizados. Por meio de dados oriundos das resolucdes
entregues e de trechos de discussdo entre os integrantes de trés grupos de alunos, chegamos

aos seguintes elementos.

Y Transcrigdo: “SCHLEICH & CO: Empresa que demostra um crescimento auto no inicio, porém, com o passar
do tempo, esse crescimento diminui até se tornar constante no final, sendo a menos compensadora para se
investir em longo prazo”.
12 Transcrigdo: “SCHLEICH & CO Promote: Inicialmente apresenta um crescimento vantajoso para a empresa,
posteriormente apresenta uma baixa em seu crescimento, que a partir de 18 meses tende a ser continua em seu
crescimento”.
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1) Identificagdo de diferentes tipos de sequéncias. Os grupos foram capazes de
reconhecer comportamentos do tipo linear e exponencial, no caso da primeira e da
segunda empresa, respectivamente.

il) Discusséo de possiveis formas de organizacdes dos seus termos, forma recursiva ou
por meio do termo geral.

iii) Observagdao do “modo” de crescimento dos dados. Embora as trés sequéncias
sejam crescentes, o “modo” como crescem (uma ideia informal de taxa de variagao)
é diferente, o que implica em trés representacfes graficas diferentes: reta, curva
concava para cima e concava para baixo.

iv) Analise da diferenga na variagdo entre os termos das sequéncias e de seu

comportamento em curto e longo prazo.

De forma geral, conforme apontado por Stein e Smith (2009, p. 105), os dados
coletados indicam que essa tarefa, pensada como “um segmento da atividade da sala de aula
dedicada ao desenvolvimento de uma ideia matemadtica particular” (no caso, o estudo de
sequéncias numéricas), evidenciou, segundo os dados analisados, compreensdo acerca de
elementos constituintes do conceito de limite de uma sequéncia numérica que, a partir da
socializacgdo feita pelas equipes, puderam ser sistematizados e tomados como ponto de partida
nas aulas subsequentes.

A organizacdo da tarefa como suporte para o trabalho em episodios de resolucdo de
tarefas proporcionou aos estudantes participacdo ativa, tanto na resolucdo quanto nos
momentos de discussdo que levaram a sistematizacdo de elementos constituintes do conceito
de limite de uma sequéncia numérica. Sua resolucdo ndo exigiu a manipulacdo de
procedimentos considerados rotineiros, nem pressup6s que estudantes recorressem a uma
estratégia “pronta e acabada”, podendo ser resolvida por diferentes estratégias e fazendo uso
de diferentes procedimentos. Em vez de fornecer explicagdes ou apresentar defini¢des, no
momento da resolucdo da tarefa, o papel do professor foi incentivar 0s grupos a apresentar e
discutir suas ideias.

Elaborar/adaptar uma tarefa requer do professor responsavel pela turma um olhar para
as potencialidades que dela possam emergir. A tarefa em tela apresentou potencialidades em
termos dos objetivos a ela associados, servindo como desencadeadora de discussdes para

posterior estudo de func¢Bes de dominio discreto e continuo. Por meio da analise realizada, foi
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possivel identificar caracteristicas que aproximam esse episddio de resolucdo de tarefas como
exitoso, o0 que nos permite concluir que a tarefa foi suficientemente clara quanto aos objetivos

que pretendia alcancar.
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