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RESUMO

Neste trabalho sdo apresentados os principais conceitos relacionados a génese do Teorema Fundamental do
Célculo (TFC) desde os seus primordios com os trabalhos de Arquimedes até a formalizacdo dada por Cauchy,
com destaque a inter-relagdo entre a integral e a derivada de uma func&o, ideia central do teorema. Os dados aqui
apresentados fazem parte dos resultados de pesquisa da tese de doutorado, que apresentou um estudo
epistemoldgico do referido teorema voltado ao seu ensino. Utilizando-se de alguns episddios ligados ao contexto
histérico dos problemas de quadratura e tracado de tangentes, procurou-se analisar algumas questbes sobre o
ensino e aprendizagem do TFC e dos conceitos a ele relacionados, como o de acumulacéo e o de variacdo, por
exemplo. O embasamento tedrico pauta-se por ideias ligadas ao uso da intui¢do e do rigor inerentes a uma atividade
matematica, sob o ponto de vista do filésofo e matematico Henri Poincaré.
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ABSTRACT

In this paper, are presented the main concepts related to the genesis of theFundamental Theorem of Calculus (TFC)
from its beginnings with the Archimedes jobs until the formalization given by Cauchy, with emphasis on the
interrelation between the integral and the derivative of a function, central idea of the theorem. The data presented
here are part of the research results of the doctoral thesis, which showed an epistemological study of that theorem
returned to his teaching. Using a few episodes linked to the historical context of quadrature problems and stroke
tangents, tried to analyze some questions about the teaching and learning of TFC and concepts to it related, such
as accumulation and variation, for example. The theoretical foundation is guided by ideas related to the use of
intuition and rigor inherent in a mathematical activity, from the point of view of the philosopher and mathematician
Henri Poincaré.
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Introducéo

As dificuldades apresentadas por alunos ingressantes na universidade nos cursos de
exatas, na disciplina de Célculo tém sido, nas ultimas décadas, motivo de estudos investigativos
realizados no ambito da Educacdo Mateméatica. A Comissdo Internacional de Instrucdo
Matematica (ICMI) criou na década de 1990, a Conferéncia Internacional do Ensino de
Matematica no nivel superior (ICMT), que encoraja a comunicacdo entre matematicos e
educadores matematicos e promove foruns entre diferentes culturas. Esse fato é um indicativo
de que a comunidade esta atenta as questfes que envolvem o processo do ensino da Matematica
e, em particular, do Calculo.

Séo variadas e diferentes as dimens6es do ensino e da aprendizagem dessa disciplina.
As dificuldades vividas pelos alunos passam pela mudanca brusca da Educacdo Bésica para a
Universidade, pelas expectativas dos estudantes e professores envolvidos no processo, pelos
obstaculos inerentes aos contetidos estudados etc., dificuldades estas que constituem um
inesgotavel manancial de questfes a serem investigadas.

Neste artigo, discorremos sobre a componente relativa as dificuldades representadas
pelo ensino e aprendizagem do Teorema Fundamental do Célculo (TFC), sendo um extrato de
alguns resultados da nossa tese de doutorado que objetivou realizar um estudo didatico e
epistemoldgico sobre o TFC, em que se elaborou uma proposta didatica de uma sequéncia de
ensino do teorema, baseada em possiveis situacdes-problema que auxiliassem na compreensao
da relacéo entre integracdo e derivacdo, buscando emergir tal conexao.

A epistemologia histdrica traz a luz obstaculos e paradoxos que acompanharam a génese
dos conceitos da Matematica. Esse fendmeno, por si so, ja aponta para o fato de que o ensino
talvez possa se tornar mais eficaz se ndo for desvinculado da evolugdo histérica. Além disso,
aponta para a necessidade de investigacOes e estudos a fim de melhor se conhecer esta
importante componente do ensino e da aprendizagem (SILVA, 2011).

O Calculo Diferencial e Integral (CDI) apresenta muitos conceitos e elementos que ao
longo de sua génese se desenvolveram de maneira intuitiva com a formulagéo de conjecturas,
hipdteses, métodos e técnicas de resolucdo de problemas, baseando-se na ideia dos indivisiveis
ou quantidades infinitamente pequenas utilizadas por Newton e Leibniz e que posteriormente
foram fundamentados por meio da nocdo de limite, que se tornou um tema central no estudo do
CDI a partir do século XVIII.
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Além da nocéo de limite, o objeto matemético que permeia o desenvolvimento dos mais
variados elementos do Célculo € o conceito de funcdo, sendo que este termo foi utilizado pela
primeira vez por Leibniz no século XVII. Ao estudarmos sequéncias, continuidade, operagdes
como derivacao e integracdo, nos deparamos com questdes que abrangem de maneira implicita
ou explicita essa nocdo. Todavia o0s problemas considerados primordiais para o0
desenvolvimento histérico dos conceitos do CDI surgiram muitos séculos antes e dizem
respeito ao calculo de &reas e o tracado de tangentes em um determinado ponto de uma curva.

O problema do calculo de areas, elaborado por Anaxagoras, surgiu no século V a. C. e
propunha a construcdo de um quadrado com area exatamente igual a de um circulo de raio dado.
Por seu turno, nos séculos Il e 11l a. C. Arquimedes e Apoldnio trabalharam na resolucdo do
problema da tangente, que diz respeito ao tracado da reta tangente a uma curva em um ponto.
A dificuldade da obtencdo da reta que passa pelo ponto de tangéncia reside no fato de se
descobrir sua inclinacdo, uma vez que por um ponto € possivel tracar infinitas retas.
Posteriormente a questdo do tracado da reta tangente passou a apresentar o seguinte enfoque:
dentre todas elas, qual serd a que mais se aproxima da curva nas vizinhangas do ponto
especifico?

Esses dois problemas (quadratura e tangente), aparentemente nao relacionados
originaram, respectivamente, dois conceitos essenciais no estudo do CDI: a integral e a
derivada, sendo que o teorema que estabelece a relagdo entre tais conceitos € denominado hoje
Teorema Fundamental do Célculo (TFC). Esse teorema relaciona a integracdo e a derivagdo
como operacdes inversas uma da outra e permite concluir que os problemas de areas de regides
planas limitadas pelo gréafico de uma funcdo em um intervalo e o problema da determinacdo da
inclinacdo da reta tangente em um ponto desse grafico podem ser resolvidos conjuntamente:
solucionado um deles, o outro também fica resolvido.

A relacdo existente entre as operacdes de integracdo e derivacdo, estabelecida pelo
teorema, pode ser entendida da seguinte maneira: dada uma funcdo continua f definida num
intervalo [a, b], pode-se determinar uma fungéo F definida no mesmo intervalo pela expresséo
F(x) = [ f(t)dt, com x < [a, b], que é derivavel e F'(x) = f(x).

Entretanto, de um modo geral para os estudantes de Célculo, a relacéo entre as operagdes
de integracdo e derivacdo passa despercebida. 1sso € evidenciado em pesquisas na area de
Educagdo Matematica voltada ao Ensino Superior, em que se observa a incompreensao por

parte de alunos desse teorema, com o indicio da pouca exploragdo desses elementos por parte
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dos professores. Esse fato € enfatizado na pesquisa de Segadas Vianna (1998), que investigou
a compreensao dos alunos sobre o TFC, com o objetivo de procurar identificar as dificuldades
que eles manifestaram no tocante aos conceitos envolvidos no teorema, como continuidade de
uma funcdo, que interferem segundo a autora em sua compreensao de maneira explicita ou
implicita.

Motivados por essas questdes, realizamos em nossa pesquisa de tese um estudo
epistemoldgico do TFC voltado ao ensino e aprendizagem dele. A proposta foi desenvolver
uma sequéncia de ensino com o intuito de explorar situacfes-problema que auxiliassem na
compreensdo da relacdo existente entre as operacOes de integracdo e derivacao, que constitui a
esséncia do teorema. Tal intervengdo de ensino privilegiou, por meio da resolugéo de algumas
questBes propostas, a exploracdo de aspectos ligados ao raciocinio intuitivo dos estudantes,
como a elaboracdo de conjecturas, hipdteses e analogias.

Na sequéncia de ensino desenvolvida, descreveu-se e analisou-se dentre outros
elementos o contexto histérico ligado a génese do TFC. De um modo geral, o contexto historico
em que o0s conceitos matematicos se desenvolveram possibilita formular conjecturas acerca do
objeto de estudo, utilizar dados relacionados ao aparecimento e a formacéo das nocdes. O papel
da evolucéo histdrica na compreensao da invencédo e descoberta dos conceitos para 0 ensino e
aprendizagem ¢ explicitado na afirmacéo de Avila:

Muitas teorias matematicas sdo de dificil compreensdo, no seu porqué, quando vistas
isoladamente ou separadas do contexto histérico em que se desenvolveram. Cremos
que o estudo da Matemaética, auxiliado pelo acompanhamento de sua evolucéo
histérica, de seu papel num contexto cientifico mais amplo, e do fascinante jogo de
ideias no cendrio da invengdo e descoberta, é estimulante e enriquecedor a formulagéo

do aluno, sobretudo de sua capacidade de apreciacdo critica da disciplina (AVILA,
1999, prefécio do autor).

Destacamos que o estudo do contexto historico se tornou um elemento chave na
elaboracdo da intervencdo de ensino por dois aspectos: de um lado, possibilitou entender a
evolucdo das ideias, dos acertos e erros cometidos durante séculos até convergir na formulacao
do teorema como é conhecido atualmente, e que por outro, evidenciou-se quantos aspectos da
intuicdo e do rigor estiveram presentes nesse processo.

Neste artigo apresentamos e analisamos alguns elementos e episddios do contexto
historico ligados a génese e ao desenvolvimento do TFC presentes nos diferentes periodos que
serdo destacados. Procuramos descrever quais foram as principais ideias, conceitos,

conjecturas, hipoteses e analogias elaboradas por meio do raciocinio intuitivo que se tornaram
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decisivas na compreensdo da relagdo existente entre as operagdes de integracdo e derivacao,
bem como discutir suas possiveis implicacBes para o ensino e aprendizagem do Célculo. Para
tanto, buscamos embasamento tedrico nos principios relacionados a intuicdo e ao rigor na
construcdo do conhecimento cientifico, na visdo do filésofo e matematico Henri Poincaré (1854
—1912).

Tipos de Intuigéo

Apesar de diversas concepcdes, pontos de vista e interpretacbes, o uso da intuicéo,
imaginacdo, raciocinio dedutivo e visualizacdo geométrica no processo de ensino e
aprendizagem da matematica vém sendo defendido e estudado por muitos pesquisadores.

Para Poincaré a intuicdo é uma ideia ou interpretacdo antecipada daquilo que se esta
procurando, constituindo-se de um sentimento que possibilita gerar hipoteses na constituicao
do conhecimento. O autor faz criticas a ciéncia concebida como absoluta e inquestionavel, e
discute a importancia da intuicdo e da ldgica nesse processo de construgdo do conhecimento
matematico, apresentando em suas principais obras, como A Ciéncia e a Hipdtese, O Valor da
Ciéncia e Ciéncia e Método alguns temas que discutem o papel da intuicdo, da logica e da
hipdtese na construcao do conhecimento cientifico.

Poincaré considerava a Matematica como uma constru¢do mental em que 0s objetos sdo
elaborados; 0 homem tem uma intuig&o particular que lhe permite construgdes mentais a partir
de uma percepcdo imediata, uma intuicdo, sendo que ha uma participacdo do sujeito na
construcdo do conhecimento. No tocante as caracteristicas do raciocinio intuitivo, Poincaré
classifica a intui¢do basicamente em dois tipos: a sensivel ou geométrica e a intui¢cdo ao nimero
puro.

A intuicdo sensivel ou geométrica esta ligada ao apelo aos sentidos e a imaginacao e ao
uso de representacGes geométricas, por exemplo. Esse tipo de intui¢do, segundo o autor, ndo
pode nos dar a certeza, entretanto ela possui a propriedade de instrumento da invencdo do
conhecimento matematico. Para Poincaré, a intuicdo ndo se baseia apenas na imagem
geométrica, mas também fisica. A analogia fisica, segundo o autor, permite obter a solucéo que
um matematico ndo poderia estabelecer pelo raciocinio dedutivo na busca de uma solugdo. A
intuicdo fisica, portanto, ndo pressente a solucdo, mas sugere 0 raciocinio necessario para

encontra-la.
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J& para a intuicdo ao numero puro, que pode ser a geradora do verdadeiro raciocinio
matematico, o nimero é desprovido de qualquer caracteristica geométrica, de onde se origina a
generalizacdo por inducgdo e pode-se encontrar de forma explicita nas ciéncias experimentais.
Esse tipo de intuicdo apresenta a propriedade de invencdo em menor grau, sendo o instrumento
da logica formal, da demonstracéo.

O cuidado, segundo o autor, que se deve tomar reside no fato de que o uso da intui¢cdo
pode trazer resultados inesperados, pois algumas afirmagdes podem ser consideradas
verdadeiras por uma simples ideia ou esquema mental criado na tentativa de provar tal
afirmacédo e que nem sempre condizem com a demonstracdo. Isso acaba criando um conflito
cognitivo com aquilo que se acredita intuitivamente por meio de representacdes geométricas,
ou o apelo aos sentidos e a sua demonstragédo formal.

O autor comenta sobre as fungdes continuas desprovidas de derivada. Pela intuicéo, toda

funcdo continua tem derivada, pois seu grafico tem tangente em todos os pontos. No entanto a

1, sex<?2

funcdo f: R - R definida por f(x) = {x N

cuja representacédo grafica é apresentada a seguir,

é um exemplo de que esse tipo de intuicdo pode levar a falsas conclusdes:

Figura 1 - Fungdo continua sem derivada em um ponto

N

Y

Fonte: Grande, 2013, p. 89

Essa fungdo é continua em todos os pontos do seu dominio, entretanto no ponto x = 2
ndo € derivavel. A intuicdo, nesse caso, de uma imagem da fungdo continua ser derivavel em
todos os pontos do seu dominio pode levar a erro, como evidencia a visdo geométrica, que
explicita um ‘bico’ no ponto do grafico correspondente a x = 2.

A Histdria da Matematica apresenta inimeros exemplos da falibilidade da intui¢do. Na
Grécia antiga, a crise dos incomensuraveis fornece outro contundente exemplo: pela intuicéo
poder-se-ia imaginar que duas grandezas sempre seriam comensuraveis. Para ilustrar essa
afirmacéo, consideremos dois segmentos A e B; intuitivamente parece ser possivel encontrar
sempre um segmento menor o, tal que A =om e B = on, pois, se 0 ¢ escolhido néo

satisfizesse a questdo, nada impediria ir escolhendo o cada vez menor até encontrar aquele que
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satisfizesse a condi¢cdo acima, garantindo a comensurabilidade de A e B. Entretanto,
demonstrou-se que nem sempre isso € possivel, pois existem segmentos que ndo admitem um
submdltiplo comum, ou seja, existem grandezas que sdo incomensuraveis, como é o caso do
comprimento do lado e a da diagonal de um quadrado. Este, alias, parece ser ter sido 0 caminho
da descoberta pelos pitagoricos da existéncia de grandezas incomensuraveis.

Poincaré (1995) considerava a intuicdo como papel central na questdo da criatividade e
da invencdo. Para ele, a intuicdo € uma faculdade do espirito, cuja funcdo é essencialmente
heuristica e é pela intuicdo que se descobre e se inventa, mas € pela logica que se justifica ou
que se demonstra.

Além do papel da intuicdo e do rigor, 0 autor destaca ainda a importancia do estudo do
contexto historico no desenvolvimento dos conceitos matematicos, procurando compreender
suas origens e 0s obstaculos inerentes a sua compreensao. Para abarcarmos uma teoria, segundo
0 autor, € preciso observar as razGes que levaram os cientistas e pesquisadores a escolher
determinados caminhos nas tentativas de resolucéo de problemas assim como perceber o modo
como superaram os obstaculos encontrados, tudo isso associado a questéo das origens historicas
de determinado conhecimento e sob quais condi¢Ges 0s conceitos matematicos surgiram e se
desenvolveram.

Procurando salientar a importancia e o papel da intuicdo e da légica na construcao do
TFC e suas possiveis implicacdes para o0 ensino e aprendizagem do Célculo, vamos nos utilizar
de alguns episddios ligados ao contexto historico que resultaram no desenvolvimento do

referido teorema.

Conceitos Envolvidos no TFC

Descreveremos e analisaremos importantes contribui¢es de alguns cientistas que
desempenharam um papel decisivo para a constituicdo do teorema e a compreensdo da inter-
relagcdo existente entre os problemas de quadratura e tracado de tangentes, que culminaram
séculos depois com o estabelecimento do TFC.

No calculo de areas e volumes destacam-se os trabalhos de Arquimedes, elaborados
aproximadamente no século Il a. C. em que 0 mesmo, por meio de uma intuicdo geométrica
aliada a analogia com objetos fisicos como alavancas, por exemplo, e posteriormente
demonstradas rigorosamente pela dupla reducéo ao absurdo, resolveu o problema da quadratura

da parabola e do volume do cilindro, do cone e da esfera.
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Utilizando-se do denominado Método Mecanico, por ele criado, Arquimedes
considerou uma figura plana como sendo constituido por infinitos segmentos de retas
indivisiveis e um solido constituido por infinitas camadas ou se¢des transversais. Imaginou que
esses elementos poderiam ser colocados numa das extremidades de uma alavanca e na outra, 0
objeto cuja area ou volume se desejava calcular, até atingir o equilibrio; entdo utilizando-se de
algumas propriedades geométricas de figuras como parabola e tridngulo bem como de sélidos
como cilindro, cone e esfera, conseguiu encontrar uma relagdo entre a area do segmento de

parabola e um triangulo assim como a relagéo entre o volume do cilindro com o cone e a esfera.

Figura 2 —~Método Mecanico — Area

A K D c
Fonte: Grande, 2013, p.120

Na figura 2, por meio de propriedades geométricas do segmento parabdlico e do
triangulo inscrito ABC, Arquimedes utiliza-se da intuicdo geométrica para concluir o raciocinio
de sua descoberta que consiste na seguinte situacéo: variando o ponto L ao longo do arco da
parabola ALBC, obtém-se o triangulo AFC como unido de todos os segmentos do tipo Kl e o
segmento de parabola como unido de todos os segmentos do tipo KL. O triangulo ABC (reunido
dos infinitos segmentos K1) se equilibrard onde ele se encontra com o centroide X e o segmento
de parabola ABC.

Assim, Arquimedes, partindo do resultado encontrado pelo método mecéanico, concluiu
que a area do segmento parabdlico é igual a quatro tercos do tridngulo com a mesma base e
igual altura.

No caso do volume dos solidos, novamente, Arquimedes utiliza-se da intuig&o,
considerando o cilindro, o cone e a esfera como unido infinita de circulos para deduzir que o

cone e a esfera equilibrardo o cilindro.
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Com isso, intuiu que o cilindro se equilibrara no ponto T a uma distancia igual aCT =r
do apoio em T, enquanto o cone e a esfera do outro lado se equilibrardo no ponto C” a uma

distancia igual a 2r do fulcro.

Figura 3 —Método Mecéanico — Volume

C’I 2r

Fonte: Grande, 2013, p.125

Por esse método, concluiu que o volume de qualquer esfera € quatro vezes o do cone
com base igual a um grande circulo da esfera e altura igual ao raio da mesma esfera e que o

volume do cilindro com base igual a um grande circulo da esfera e altura igual ao diametro é
1
1 5 Vezes o volume da esfera.

No entanto, o préprio Arquimedes explicita em carta a Eratostenes que as descobertas
feitas por meio do Método Mecénico estavam longe de poderem ser consideradas verdadeiras.
Para isso, deveriam ser provadas matematicamente, porém quando uma relacdo é conhecida
antecipadamente, a dupla reducdo ao absurdo é um instrumento eficaz para a demonstracao de
sua veracidade.

Esses cuidados expressos por Arquimedes revelam dois importantes aspectos: de um
lado a questdo do rigor dominante no pensamento grego da época e por outro, o feliz casamento
da intuicdo favorecida pelo método mecanico com a légica, que sempre acompanharam a
génese da Matematica.

No Método Mecanico observa-se fortemente o apelo aos sentidos, a imaginacdo e a
analogia com objetos fisicos (alavancas, equilibrio estatico) que segundo Poincaré constitui-se
num instrumento valioso no processo de criagdo do conhecimento matemaético. Por meio dele
Arquimedes intuia algumas igualdades que mais tarde seriam demonstradas, pela dupla reducéo
ao absurdo. Enquanto que tal método que possibilitava o uso da intuicdo geométrica, pode ser
considerado um instrumento de invencdo, a légica e o rigor empregados na demonstracdo nao

permite novas descobertas, pois sua utilizacdo obriga que se conheca previamente o resultado
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que se deseja demonstrar. Reafirmamos que esse procedimento esta de acordo com a afirmacéo
de Poincaré de que intuicdo se torna um elemento imprescindivel no aspecto da invencéao
matematica enquanto que a logica esta relacionada com o processo de demonstracéo.

Pode-se considerar, em grande medida, que os resultados obtidos por Arquimedes de
maneira intuitiva e posteriormente demonstrados rigorosamente constituem-se nos primeiros
resultados significativos na resolucéo do problema de quadratura.

Séculos mais tarde, tendo acesso aos trabalhos de Arquimedes, Cavalieri, aperfeicoando
e adaptando certas ideias neles contidas, elaborou um método para o calculo de areas e volumes,
conhecido como Principio de Cavalieri. Por este principio uma figura ou porc¢éo plana é também
formada de uma infinidade de cordas paralelas e que um s6lido seria constituido por uma
infinidade de seccdes planas paralelas. Segundo ele, ao se fazer deslizar cada um dos elementos
do conjunto de cordas paralelas, de modo que as suas extremidades ainda descrevam um
contorno continuo, a area da nova porc¢éao plana € igual a do original, uma vez que ambas sao
formadas das mesmas cordas. Procedimento analogo pode ser utilizado para um sélido, em que
0 conjunto de suas secc¢des planas paralelas formara outro sélido e cujo volume poderia ser

calculado a partir do volume de um sélido conhecido.

Figura 4 — Principio de Cavalieri para figuras planas e sélidos

m

. + +
r s t S|
. f 9
A
A
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& g g A T/

|
N g — — — -

Fonte: Weigel, 2016

m

Cavalieri adaptou os fundamentos do Método Mecénico, criando uma abordagem
predominantemente geométrica e intuitiva, porém néo apresentando preocupacdes rigorosas do
pensamento grego como fez Arquimedes, que ap6s descobertas de certas igualdades, exigia a
demonstracéo delas utilizando-se do recurso da dupla redugéo ao absurdo.

Séculos mais tarde, destacam-se outras importantes contribuicbes para o
encaminhamento da resolugéo dos problemas de quadratura e tracado de tangentes bem com a

descoberta da relagdo inversa e reciproca entre esses problemas. A maneira como inicialmente
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Torricelli, e posteriormente Isaac Barrow e Newton abordaram esses problemas, foi dando-lhes
uma interpretacao fisica.

Torricelli aliou a intuicdo geométrica aos conceitos da Fisica, considerando uma curva
como a trajetéria do movimento continuo de um movel, e a partir dai passou a calcular a sua
velocidade comparando-a com a inclinacdo da reta tangente num determinado ponto da
trajetoria e o espaco total percorrido correspondendo a &rea “varrida” pela trajetoria desse ponto
no intervalo considerado.

Utilizando a representacdo dada a seguir ilustramos o procedimento. O autor considerou
um ponto movendo-se ao longo de uma curva OPQ com duas componentes de velocidade: uma
horizontal e uma vertical e sup6s que a velocidade horizontal fosse uniforme de tal modo que
a distancia horizontal pudesse ser considerada “como uma medida de tempo”, isto é, x =t,u =

1(onde x é a distancia horizontal percorrida no tempo t, e u a velocidade uniforme horizontal)

e que a velocidade vertical no tempo t, denotada por v, onde v=kt" =kx" .

Figura 5 — Método de Torricelli
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Fonte: Baron e Bos, 1985

Se depois de um tempo T o ponto alcance Q(X,Y) com velocidade horizontal e vertical

U e V, respectivamente. Como U=u=1, V = kt™, a construcdo da tangente sera feita por

kxTI.+1

V/U=V =kT" = ZR/X. Mas X=T, ¥ = Y kt" = VT /(n+ 1) = = logo ¥ =

kTTl+
n

+1 n+1 -’

Torricelli com isso conseguiu, a partir do tracado da tangente, encontrar um resultado
para a quadratura da curva, pois, ao descobrir o modo de obter a velocidade do ponto movendo-
se ao longo da curva citada, ele achou a distancia total percorrida. Esse caminho utilizado por
ele, com analogias e uso da intui¢do por meio do mundo fisico, constitui-se um ponto destacado
por Poincaré no processo de invencdo e descoberta matemaética.

O matematico inglés Isaac Barrow, de maneira semelhante aquela empregada por

Torricelli, utilizou-se da intuicdo geométrica e mostrou a relagédo existente entre os problemas
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de quadratura e tracado de tangentes. Tomando como referéncia a figura dada a seguir,
considerou inicialmente um sistema de coordenadas cartesianas Oxy, e, a partir dai adicionou
um terceiro eixo Oz, oposto ao eixo Oy e entdo construiu uma curva VZDE, sendo DE a
ordenada do ponto D sobre a curva em questao.

Em seguida tracou a curva VZE tal que a ordenada FE de um ponto F dessa curva seja
igual & &rea limitada VZDE e o eixo x.

Barrow mostrou que se a curva VZE é obtida nessas condicdes, entdo a inclinagdo da
reta tangente tracada pelo ponto F nessa curva corresponde ao valor da ordenada ED da curva

VZDE, o que mostra a relagdo mutua entre os problemas de quadratura e o tragado de tangentes.

Figura 6 — Demonstracdo do TFC segundo Barrow
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Fonte: Baron e Bos, 1985

Fazendo uma analogia, Barrow associou a inclinacao da reta tangente com a velocidade
do mével, bem como a distancia por ele percorrida com a area da regido limitada pela curva em
um intervalo e o eixo coordenado. Essa associacdo de ideias como também havia feito Galileu
e Torricelli, dentre outros, no estudo do movimento, Ihe permitiu compreender a relagéo inversa
entre os processos de derivacgéo e integracao.

Um dos mais notaveis alunos de Barrow, Isaac Newton, aliou as ideias apresentadas por
Torricelli e por seu professor para resolver os problemas de quadratura e tragado de tangentes
sob 0 ponto de vista cinematico.

Newton pela primeira vez reconheceu a natureza precisa da relagdo inversa entre o0s
problemas de tangente e de area, e o fato de ambos os problemas se tratar de um unico ente
matematico, hoje conhecido como o Teorema Fundamental do Célculo. O autor introduziu uma
técnica diferente de seus predecessores. Primeiro ele determinou a taxa de variacdo da area

solicitada (em relacéo a x), e entdo calculou-a pelo processo inverso da derivacao.
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Para uma melhor compreensdo do raciocinio de Newton, de acordo com a figura 7, o
autor considerou a regido limitada ABE como gerada pelo movimento de x e vy, e
consequentemente que a area ABE era originada pelo deslocamento do movimento da ordenada
BE, que se move com velocidade unitaria x = 1. O autor considerava que a razdo dos fluxos
(taxa de variacdo ou fluxo de uma grandeza) das areas da regido ABE e do retangulo ABCD

estava para razao entre as ordenadas BE e BC.

Figura 7— Método utilizado por Newton
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Fonte: Grande, 2013, p. 157

Além de Newton, Leibniz ao resolver um problema proposto pelo matematico inglés
Huygens de soma dos termos de uma série infinita particular e posteriormente utilizando
também esse raciocinio para deduzir alguns resultados com o chamado triangulo harménico,
apresentou uma analogia interessante na resolucdo dos problemas de quadratura e tracado de
tangentes. Sua ideia residia no fato que dada uma sequéncia pode-se definir outra dada pela
diferenca de dois termos consecutivos da anterior. Ele percebeu que a soma finita dos termos
da sequéncia de diferencas pode ser obtida por um resultado dado também por uma diferenca,
e esse resultado s6 depende dos valores dos termos final e inicial da sequéncia destacada.

Em outras palavras, dada uma sequéncia a,, a,, as, ..., a, define-se outra sequéncia
by, by, bs, ..., b, em que by = a, — a4, b, = a3 — a,, b, = a,,1 — a,, € assim por diante.
Leibniz observou que:

by +by+ b3+ +by=(az— a1) +(az— az) + -+ (Ant1 = ) = Apy1 — 4

Esse resultado permitiu a Leibniz conjecturar que assim como somar os termos da
sequéncia e tomar as suas sequéncias de diferencas sdo operagdes mutuamente inversas num
certo sentido. Estendendo essa ideia ligada ao dominio aritmético para 0 campo geomeétrico,
Leibniz deu um passo significativo para o desenvolvimento do TFC. O autor relacionou suas

conclusdes sobre series com 0s problemas de quadratura, assim como Cavalieri e outros
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matematicos o fizeram, em que a area da regido sob uma curva pode ser dada pela soma de uma
sequéncia de ordenadas equidistantes.

Leibniz fez uma analogia dos resultados aritmeéticos e geométricos da seguinte maneira:
a adicdo dos termos das sequéncias corresponderia a quadratura de curvas, ou seja, calcular
areas, enquanto efetuar as diferencas corresponderia a determinacao das tangentes. Com isso,
0 autor chegou a conclusdo de que a determinacdo de areas e de tangentes também séo
operacOes inversas entre si. Essas relagdes podem ser utilizadas criando-se um método na
resolucdo de problemas sobre quadraturas de curvas em geral.

Tanto Newton quanto Leibniz tém mérito de reconhecerem a relacédo inversa existente
os problemas de quadratura e tracado de tangentes as curvas em um ponto, estabelecendo o
principio que a diferenciacdo e a integracao de funcédo sdo operagdes inversas uma da outra, que
é uma das ideias centrais do TFC.

Com a preocupacdo de fundamentar o Célculo por meio do rigor, abandonando
conceitos considerados vagos e imprecisos como indivisiveis, infinitamente pequenos, entre
outros, e fundamentados na intuicdo geométrica, no século XIX, o corpo da Analise Matematica
passou a sedimentar-se com o estabelecimento do conceito de limite.

Em 1821, Cauchy mostrou um novo enfoque para o Célculo, percebendo a necessidade
de uma fundamentacdo universal e rigorosa, passando a construir os principais conceitos do
CDI por meio da noc¢éo de limite de uma funcdo, ao invés dos infinitamente pequenos utilizados
até entdo por Leibniz e os fluxdes por Newton. Cauchy apresentou 0 conceito de integracao
ndo mais como o inverso da operacdo de derivacdo, mas sendo a Integral um conceito
independente, como um determinado somatorio, tendendo a um limite e consequentemente a
relacdo entre as operacdes de integracéo e derivacao, que constitui a esséncia do TFC, passa a
ser desconsiderada.

Posteriormente, Weierstrass contribuiu para a fundamentacdo do Calculo com uma
definicdo “topoldgica” para o conceito de limite, sem usar a geometria como fio condutor, mas
sim 0s numeros. Esse periodo de fundamentagdo da Analise por meio do sistema dos nimeros
reais foi denominado Aritmetizacdo da Analise, e 0 século XIX passou a ser conhecido como o
século do rigor.

Nesse processo do Calculo, Dedekind, teve papel decisivo. Ao tentar fundamentar a
demonstracdo do teorema: “Toda sequéncia monotona limitada tem limite”, para seus alunos,

ndo se satisfez com as possibilidades oferecidas pelo modelo geométrico. Procurou encontrar
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um modelo numérico que fosse eficaz para fundamentar a Analise. Inicialmente, ele percebeu
que, mesmo apresentando a propriedade da densidade, o conjunto dos nimeros racionais nao
formava um continuum tal como apresentava 0 modelo geométrico. Efetuando um
procedimento hoje conhecido como cortes de Dedekind, estabeleceu o completamento do
conjunto dos racionais construindo o corpo dos numeros reais, que possui todas as
caracteristicas do modelo geométrico.

A partir dessa criagdo de Dedekind a Anélise passou a se fundamentar no modelo
numérico o que fez com que o conceito de rigor mudasse com o tempo e com a Aritmetizacéo
da Analise atingiu um novo patamar com o refinamento de varios conceitos concebidos até

entdo com a influéncia da intuicdo geométrica.

O Ensino do Teorema Fundamental do Calculo

Alguns resultados obtidos em nossa tese sobre o ensino do TFC que julgamos serem
pertinentes para relacionar as ideias expostas anteriormente sobre o desenvolvimento histdrico
com o ensino do referido teorema podem ser destacados.

Buscamos elencar elementos considerados essenciais que interferem e podem auxiliar
na compreensdo do teorema, evidenciados, sobretudo, em pesquisas da area de Educacéo
Matemaética sobre o ensino e a aprendizagem do Célculo.

O conceito de integral, por exemplo, traz no seu bojo a no¢do de acumulacdo ou de
somar quantidades infinitamente pequenas, como se pode perceber nos trabalhos de
Arquimedes e Cavalieri, assim como o conceito de derivada esta relacionado com o calculo de
variacoes dessas quantidades conforme se observou nos estudos de Newton e Leibniz.

Sobre a nogdo de acumular quantidades, Arquimedes intuiu que a area de uma regido
poderia ser obtida pela soma de segmentos de reta ou tiras infinitamente pequenas, sempre a
comparando com a area de uma figura ja conhecida. Por seu lado, Newton considerou além da
questdo da acumulacéo a ideia de se calcular a variagdo dessas quantidades, que ele denominou
de fluxdes. Ao ‘estabelecer’ a relagao que hoje chamamos de TFC, ele primeiro determinou a
média da taxa de variacdo em uma area e estabeleceu que a area total poderia ser obtida pela
multiplicacdo da taxa de variacdo pela acumulagdo da variavel independente.

A analogia feita por Leibniz relativa a ideia de acumulacdo e variacdo, a partir da
resolucdo de um problema de soma dos termos de uma série infinita particular, em que a adicéo

dos termos das sequéncias corresponderia a quadratura das curvas, ou seja, calcular areas,
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enquanto efetuar as diferencas corresponderia & determinacdo das tangentes a uma curva,
concluindo que as determinacgdes de areas e de o tracado de tangentes num ponto de uma curva
sdo operacdes inversas entre si, constituindo-se num elemento que pode ser explorado no ensino
do TFC.

A histéria da Matematica mostra como surgiu essa relacdo, conforme destacamos na
secdo anterior, entretanto no &mbito da Educagdo Matematica constatou-se segundo pesquisas
sobre 0 ensino TFC que essa relacdo nem sempre é evidenciada de maneira explicita nos cursos
de CDI. Esse fato pode ser encontrado na pesquisa realizada por Picone (2007), que constatou
que grande parte dos professores de Calculo entrevistados por ela ndo exploram a relacdo entre
a derivada e a integral, e consequentemente contribuindo para que seus alunos em grande
medida fiquem restritos apenas a manipulacdes algébricas.

Por outro lado, Campos (2007) pesquisou a maneira como quatro livros didaticos de
CDI tratam do TFC. O autor afirma que os livros analisados ndo discutem explicitamente a
questdo referente a inter-relagdo entre derivada e integral.

Inferimos, com isso, que os professores pesquisados por Picone ao abordarem o TFC
parece repetir algo que nos livros didaticos é exatamente exposto e que 0 mesmo se resume a
um instrumento para se calcular integrais definidas por meio de um procedimento que é
consequéncia de um estudo do teorema.

Ressaltamos que no ensino do TFC seria plausivel destacar quais sdo as condi¢des que
devem ser satisfeitas para que seja estabelecida pelo teorema a relacdo em que se F(x) =
f:f(t) dt.entdo F'(x) = f(x). Para que isso aconteca funcdo f deve ser continua e limitada
(portanto integravel) num intervalo [a, b]; essa condicdo e primordial para a existéncia de uma

funcdo primitiva F definida no mesmo intervalo e dada pela expressdo F(x) = f:f(t)dt,

comx € [a, b], tal que F'(x) = f(x) e, consequentemente a diferenciabilidade da funcédo F.
Eis um exemplo bastante pertinente do estudo do TFC. Nesse sentido, Lima (2013)
explora detalhadamente esse aspecto apresentando um exemplo de uma funcdo descontinua
f:[0,2] = R definida por f(t) =0se 0<t<1le f(t)=1se 1<t<2 cuja integral
F:[0,2] » R, F(x) = f;f(t) dt ndo é derivavel no ponto emt = 1 em que a primeira era

descontinua, conforme a figura a seguir.
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Figura 8 — Exemplo sobre o TFC
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Com esse exemplo o autor mostra que ndo basta que a funcéo f seja integravel, mas

necessita que ela seja continua no intervalo.

A seguir, apresenta sob forma de teorema a seguinte proposicao:

Teorema 8. Seja f: [a, b] — R integravel. Seja f continua no ponto c € [a, b], entdo
F:[a,b] = R, definida por F(x) = f;f(t) dt, € derivavel no ponto ¢ e se tem
F'(c) = f(c). (LIMA, 2013, p. 322).

A partir dessa proposi¢do, determina o resultado fbaf(t)dt = F(b) — F(b), em que
F’(x) = f(x) com x € [a, b] para se calcular a integral definida da fung&o f no intervalo [a,b].
Esse resultado quase sempre é mencionado e explorado como sendo ele o TFC.

Todos esses elementos envolvidos no TFC poderiam ser explorados, utilizando-se de
algumas ideias identificadas na génese e no desenvolvimento do teorema, privilegiando-se uma
abordagem inicialmente intuitiva para que posteriormente pudessem ser formalizados, que em
grande medida mostrou-se eficiente no aspecto da invencdo e constru¢do do conhecimento

matematico e que apareceu conforme descrito no contexto historico.

Considerac0es Finais

O levantamento das principais ideias e conceitos sobre a génese e 0 desenvolvimento
do TFC nos permite inferir alguns resultados destacando a importancia e o papel da intuicéo e
do rigor na construcdo do conhecimento matematico bem como suas implica¢fes para 0 ensino
e aprendizagem do teorema.

A intuicdo geométrica e a analogia com o mundo fisico no aspecto da criacdo
matematica foi um elemento que emergiu desde os trabalhos de Arquimedes, utilizando-se de
alavancas para “equilibrar” figuras planas e solidos para o célculo de areas e volumes, bem
como a interpretacdo de uma curva como sendo a trajetoria de um ponto num movimento
continuo em um plano, conforme Torricelli e Newton, tornaram-se elementos decisivos na
resolucdo dos problemas de quadratura e tracado de tangentes e a relacdo inversa e reciproca

entre esses problemas.
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A elaboracdo de conjecturas e a formulacdo de hipoOteses por meio da intuicdo
geométrica também foram identificadas nos estudos de Arquimedes, Cavalieri e Leibniz ao
tratarem a area de uma figura plana como formada por linhas e os solidos geométricos
compostos por uma infinidade de camadas finas.

Os resultados obtidos por esses grandes estudiosos posteriormente receberam
relacionadas com a questdo do rigor, mas convém ressaltar que assim como defendia Poincaré,
a intuicdo € um importante instrumento no processo de construgdo do conhecimento
matematico.

Destacamos que tanto a intuicdo geometrica quanto a intuicao ao nimero puro estiveram
presentes em todos os periodos da génese e do desenvolvimento do teorema e que o raciocinio
intuitivo aliado ao uso de analogias na elaboragdo de conjecturas e hipdteses tornou-se um
elemento fundamental e imprescindivel para a compreensdo da relacdo existente entre as
operacdes de integracdo e derivacgdo, e consequentemente o estabelecimento do TFC.

Além disso, no ensino e aprendizagem do TFC que a esséncia do teorema se encontra
ndo somente na inter-relacdo entre integracdo e derivacdo como operagdes inversas uma da
outra, mas também nas condicBes para que o teorema se estabeleca, como a questdo da funcao
derivada ser integravel e continua, e consequentemente a funcdo primitiva ser derivavel. Esse
fato, conforme revelaram pesquisas em Educacdo Matematica, passam despercebidas ou nem
sempre séo exploradas.

Os conceitos, ideias e fatos descritos nesse trabalho sobre o contexto histérico podem
ndo ser reproduzidos de maneira analoga no ensino do TFC, mas a exposicao e discussao das
ideias aqui expostas pode se tornar uma interessante experiéncia para 0 ensino e aprendizagem

do Célculo.

Referéncias

AVILA, G. S. S. Introducdo a Analise Matematica. 22. ed. S&o Paulo: Edgard
Blucher, 1999.

BARON, M. E. V. e BOS, H. J. M. Curso de historia da matematica: origens e
desenvolvimento do calculo. Traducéo de José Raimundo Braga Coelho, Rudolf Mayer e
Maria José M. M. Mendes. Brasilia: Editora da Universidade de Brasilia, 1985, 5 v.

CAMPOS, R. P. A abordagem do teorema fundamental do célculo em livros didaticos e

0s registros de representacéo semidtica. Dissertagdo (Mestrado em Educacdo Matematica),
Pontificia Universidade Catdlica de Sdo Paulo. S&o Paulo: 2007.

Perspectivas da Educacdo Mateméatica — INMA/UFMS —v. 12, n. 30 — Ano 2019



727

GRANDE, A. L. Um estudo epistemologico do Teorema Fundamental do Calculo voltado
ao seu ensino. Tese (Doutorado em Educacdo Matematica). Pontificia Universidade Catdlica
de S&o Paulo. Séo Paulo, 2013.

KATZ, V. J. A History of Mathematics: an Introduction. Reading: Addison-Wesley, 1998.

LIMA, E.L. Curso de Anélise Real vol.1. 14.ed. Rio de Janeiro: Associacao Instituto
Nacional de Matematica Pura e Aplicada, 2013.

PICONE, D. F. B. Os registros de representacdo semidtica mobilizados por professores
no ensino do teorema fundamental do Calculo. Dissertacdo (Mestrado em Educacéao
Matematica), Pontificia Universidade Catolica de Sdo Paulo. Sao Paulo: 2007.

POINCARE, H. O valor da ciéncia. Traducio de Maria Helena Franco Martins. Rio de
Janeiro: Contraponto, 1995.

. Science and Method. Translated by Francis Maitland. New York: Barnes & Noble
Books, 2004.

. A Ciéncia e a Hipdtese. Traducdo Maria Auxiliadora Kneipp. Brasilia: Editora
UNB, 1984.

SEGADAS VIANNA, C. C. Student’s Understanding of the Fundamental Theorem of
Calculus: an Exploration of Definitions, Theorems and Visual Imagery. Tese de
Doutorado. Institute of Education Universitiy of London, 1998.

SILVA, B. A. Diferentes dimens@es do ensino e da aprendizagem do Calculo. Educacéo
Matematica Pesquisa. V.13, n° 3. Sdo Paulo, 2011.

. Componentes do processo de ensino e aprendizagem do Célculo: Saber, Aluno e
Professor. In: Anais do IV SIPEM. Brasilia: Sociedade Brasileira de Educacdo Matematica,
2009.

WEIGEL, M. Bonaventura Cavalieri. Portal da matematica, 2010. Disponivel em:
<http://mauroweigel.blogspot.com.br/2010/08/bonaventura-cavalieri.html> Acesso em:
20/04/2016.

Submetido em Maio de 2019

Aprovado em Dezembro de 2019

Perspectivas da Educacdo Mateméatica — INMA/UFMS —v. 12, n. 30 — Ano 2019


http://mauroweigel.blogspot.com.br/2010/08/bonaventura-cavalieri.html

