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Resumo

O presente trabalho consiste numa discussdo sobre o processo de racionalizagdo das fracdes irracionais. Sendo
resultado de uma discussdo entre colegas sobre o assunto apresenta resumidamente o significado da
racionalizagdo, as diversas ideias que conduzem a uma divisdo e como essas ideias influenciam no entendimento
de fracdo irracional. Analisa a valéncia instrumental didatica da forma racionalizada na perspectiva da Teoria
Antropoldgica do Didético e as dificuldades para o entendimento desse tipo de fragéo. Descortina a matematica
que se oculta no processo de racionalizacéo e conclui que a ideia de divisdo como medida interna é a que melhor.
explica a fracdo irracional.
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Abstract

This paper is a discussion about the process of rationalizing the irrational fractions. As a result of a discussion
between colleagues on the subject presents we discuss the meaning of rationalization, the different ideas that lead
to a division and how these ideas influence the understanding of irrational fraction. We analyze the instrumental
didactic valence in a rationalized way. For this, we use the Anthropological Theory of the Didactic and the
difficulties of understanding this type of fraction. The study reveals the math that is hidden in the rationalization
process and concludes that the idea of division as internal measure is the one that best explains the irrational
fraction.
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Na conducdo de um processo de estudo da Matemética com estudantes do ensino
fundamental, alguns fatores inerentes ao conhecimento matematico podem causar
dificuldades no relacionamento do estudante com esse conhecimento conforme salientou
Gaston Bachelard (1884-1962), pensador que se ocupou das relages do homem com o
proprio saber.

Essa constatacdo de que ha dificuldades presentes no estudo da Matemaética e que
sdo proprias desse campo do saber recebeu de Bachelard (1996) atencéo especial ao proceder
a uma psicanalise do conhecimento. Para esse tedrico a abstracdo € o pontoculminante do
espirito cientifico, mas admite que o percurso inclui trés estagios a comecar pela observacéo
de imagens e 0 encantamento ingénuo por fatores opostos entre Si.

Em um segundo estagio persiste o paradoxo de buscar na intuicdo, no sensivel, a
confirmacdo da abstracdo. Nesse estado o sujeito busca certezas tem “alma professoral, ciosa
de seu dogmatismo, imével na sua primeira abstracéo, fixada para sempre nos éxitos escolares
da juventude, repetindo ano ap6s ano o seu saber, impondo suas demonstragdes, voltada para
0 interesse dedutivo, sustentaculo tdo cémodo da autoridade” (BACHELARD, 1996, p. 12
grifos do autor).

O questionamento da experiéncia imediata e até o desligamento em relagdo a ela
marca 0 estagio final do processo. Esse terceiro estagio corresponde ao também terceiro
estado de alma, isto &, de interesses onde ocorrem as perturbacdes provocadas “pelas objecoes
darazdo” (BACHELARD, 1996, p. 13). O estado da abstragdo é o estado das incertezas.

Os trés estados de alma sdo caracterizados pelos interesses: a) ingenuidade que néo
busca contradi¢des, mas o deleite na harmonia das coisas e se demora na contemplagdo do
visivel, nos aspectos fisicos; b) que vive da certeza obtida pela tradicdo®, pela repeticdo do
vivido e pelo comodismo da autoridade que a tradigdo Ihe confere; c) a busca dolorosa da
esséncia, o enfrentamento dos conflitos entre a aceitacdo pura e simples do sensivel com suas
imperfeicbes e o “arriscado jogo do pensamento sem suporte experimental estavel”
(BACHELARD, 1996, p. 13).

Ainda, para esse pensador da epistemologia, “o ato de conhecer se d& contra um

conhecimento anterior, destruindo conhecimentos mal estabelecidos”, mas “é impossivel

*Tradicio neste texto tem o sentido de um procedimento muitas vezes repetido e sem reflexdo ou um
conhecimento adquirido ou transmitido cujo significado se desconhece e apenas se repete tal como foi posto da
primeira vez, mas que se faz com destreza.
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anular, de um s golpe, todos os conhecimentos habituais” (BACHELARD, 1996, p. 17-18) e
o conhecimento ndo questionado € suporte para obstaculos epistemoldgicos. Esses obstaculos
ndo séo coisas do passado do sujeito, séo fatores sempre presentes porque mesmo “na mente
lucida ha zonas obscuras”(Ibid.,p.10).

Nessa perspectiva ndo se pode fugir de questionamentos se queremos adentrar no
mundo metaférico do “espirito cientifico”. De igual modo, se o objetivo da escola for
produzir “crescimento espiritual” nos estudantes deve sair do lugar comum de evitarpropor
desafios que os faga sair “da ideia que costuma utilizar com frequéncia” (BACHELARD,
1996, p.19).

As proposicdes acima fundamentam a nossa proposta de que o estudo das fragGes
irracionais, no ensino fundamental, deve sair da préatica da racionaliza¢cdo sem uma discussao
sobre o que essa técnica significa. Deve abandonar a racionalizacdo espontanea sem explicitar
porque se deve recorrer a ela, isto é, sem analisar os objetivos dessa pratica e sem discutir as
ideias presentes no estudo das fragOes e qual dessas ideias melhor expressa a fragdo irracional.

Veremos que a racionalizacdo sem uma discussdo se reduz a uma técnica que pode
permanecer como uma nebulosa sobre a sua necessidade e seu significado.

Este texto, produzido a partir da questéo levantada por um colega de trabalho, Mestre
em Matematica Aplicada, que em determinado dia afirmou ndo saber o sentido de se ensinar
racionalizacdo de fracbes na educagdo béasica uma vez que no ensino superior isso ndo é
relevante. Segundo ele, quando levantou a questdo em sala de aula, na licenciatura, recebeu
do professor um gesto de que ndo tinha importancia. Assim, no que segue abordamosas
fracOes irracionais, isto é, aquelas fragBes em que pelo menos um dos termos (numerador ou
denominador) seja um ndmero irracional. Nao obstante, como no ensino fundamental,
conforme veremos as fragOes irracionais ndao sdo discutidas, recorreremos inicialmente ao
conceito de fracOes ordinarias como fator desencadeante da discussdo.

Trajano (18807?) na definicdo de nimero 135 de seu livro “Arithmetica Progressiva”
afirma que: “Fraccéo € uma ou mais partes iguaes de uma unidade. A palavra fraccdo vem do
latim frango, que quer dizer: Eu quebro. Uma fraccdo &, portanto, uma ou mais partes iguaes

de um todo que na numerag&o tem o nome de unidade ou 1” TRAJANO, 1880?*, p.67 grifos

*0 excerto foi extraido da 572 edicio. Segundo notas do proprio livro, a primeira edicio data de 1880. A 1192
edicdo data de 1945, mas ndo dispomos do texto completo.
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do autor). Nas defini¢des seguintes o autor afirma que “h& duas espécies de frac¢bes, uma que
se denomina fragdes ordinarias, e outra fragbes decimais” (Ibid. p. 68).

Por outro lado, Silveira (2011) escreveu que “fracdo ordinaria é o tipo particular de
fracdo em que o todo a ser particionado em aliquotas € um ndmero inteiro” e esclarece que
enquanto, em seculos anteriores, 0s matematicos e astrdnomos precisavam trabalharcom

somas de fracbes sexagesimais porque tabelas de y=senx eram construidas com y e X em

ternos de graus, portanto, sexagesimais (DAVIS, 1992), o povo precisava apenas de fragdes
com nameros inteiros, vindo dai 0 nome de fragdes ordinarias que significa vulgar ou comum.
Boyer (1996, p.113) as denomina de fragGes “comuns” em oposigdo “as expressdes ‘fracdes

de astronomos’ e ‘fracdes de fisicos’”.

Objetos matematicos e valéncia instrumental

A Teoria Antropoldgica do Didéatico (TAD) que tem como foco o processo de
estudo, considera a didatica da matematica como a ciéncia do estudo e que fazer matemaética
consiste em construir um modelo da realidade que se quer estudar. Essa realidade pode ser
interna ou externa a propria Matemética, pode consistir na criacdo de uma matematica nova
ou na utilizacdo da matematica conhecida para resolver problemas rotineiros ou ndo. Os
pontos sdo levantados pelo sujeito em uma pesquisa ou propostos por outros que necessitem
da ajuda de quem estuda Matemaética. Mas, essa realidade pode ser ainda uma questdo tipica
de ensino em que o sujeito procura formas de ajudar os seus alunos, ou profissionais de outras
areas, na utilizacdo de instrumentos matematicos que eles necessitam. Tudo isso é
denominado de atividade matematica (CHEVALLARD; BOSCH,; GASCON, 2001).

A atividade matemaética, segundo a Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD), se
realiza mediante uma pluralidade de registros (escrito, grafico, verbal, gestual e material).
Esse componente da atividade matematica recebe nessa teoria a denominacdo neutra de
objetos.

Denominam-se objetos ostensivos aqueles que apelam aos sentidos. O termo
ostensivo tem sua origem no latim (ostendere) e significa mostrar-se, apresentar-se, apelar aos
sentidos, insistir em ser percebido. S&o eles os elementos mediadores da apreensdo dos
objetos ndo-ostensivos, dos objetos propriamente matemaéticos, aqueles que povoam o campo

das ideias e que constituem o mundo do matematico. Os ndo-ostensivos sdo objetos cuja
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existéncia € institucional, isto é, sua existéncia € um atributo da criagdo humana que os
determina, que os define. Esses objetos ndo podem mostrar a si mesmos, mas podem ser
evocados mediante a manipulago de certos objetos ostensivos apropriados (CASABO, 2001).
Afirma a autora:
De maneraun tanto paraddjica, una vez establecida esta dicotomia, se postula
lacoexistencia permanente de los objetos ostensivos y los objetos no-ostensivos,
dentro de lo que Ilamamosladialéctica de lo ostensivo y de lono-ostensivo: los
objetos no-ostensivosemergen de lamanipulacion de objetos ostensivos pero, al
mismotiempo, dichamanipulacion esta siempre guiada y controlada por objetos no-
ostensivos. El concepto de nimero entero o el de funcion lineal no existensin toda
una actividad manipulativa de ostensivos (tanto linguistica como gréfica, gestual y
de escritura, sin olvidar enelorigenlamanipulacion concreta de objetos materiales).
Reciprocamente, toda manipulacion de ostensivos viene controlada por la
"activacion" o "evocacion" de objetos no-ostensivoscuyas caracteristicas pueden

verse modificadas a lo largo de laactividad (CASABO, 2001, ndo paginado, grifos
da autora).

Entende-se que a Matemética sendo uma ciéncia essencialmente abstrata, seus
elementos fundamentais ou objetos (que em algumas teorias sdo denominados de conceitos),
ndo sdo tangiveis sendo pela mediacéo desses signos denominados objetos ostensivos.

Embora a teoria ndo diferencie os objetos em mais ou menos apropriados admite que
para certas agBes alguns deles sejam mais faceis de serem manipulados e cumprem o seu
papel de forma mais eficiente. Nesse caso, fala-se em valéncia instrumental ou valor
instrumental (BOSCH; CHEVALLARD, 1999; CASABO, 2001) que corresponde &
potencialidade instrumental do signo. Por exemplo, o objeto fracdo que corresponde & metade
do inteiro pode ser representada dos seguintes modos:

a) Por uma figura (fig.1). Signo esse que tem um forte potencial instrumental

didatico, mas um fraco potencial instrumental operacional. E dificil operar com

figuras, especialmente se representarem fracoes diferentes.

Figura 1- A metade da area
delimitada por uma elipse.
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b) Uma segunda forma de representar a mesma fragdo é pelo decimal 0,5, que tem
grande potencial instrumental operacional, especialmente quando se usa
calculadora. Da mesma forma, apresenta forte potencial quando o objetivo é
inserir as fragdes no contexto do sistema decimal posicional. No entanto, como
recurso didatico, quando se busca compreender a relagdo parte/todo, tem um
potencial menor do que o desenho.

c) Mas, a fragdo meio ou metade, pode ainda ser representada na sua forma mais
comum que consiste em fazer um trago horizontal e colocar o algarismo 1 sobre o
traco e o algarismo 2 sob o trago resultando no que popularmente se denomina

“um sobre dois”. Simbolicamente: 1/2.

Essa representacdo pode ter um potencial instrumental didatico maior do que a
representagdo decimal. Tem forte potencial instrumental para operagdes sem o uso de recursos
tecnoldgicos, mas fraco potencial instrumental para operagbes com o0 uso dos recursos
tecnoldgicos populares. Tem também fraco potencial quando o objetivo é tratar o nimero no
contexto do sistema decimal posicional. Também tem fraco potencial didatico quando o
objetivo é ordenar uma sequéncia.

d) Ainda outro modo de representagdo da mesma fragdo é em forma de poténcia
com expoente negativo: 2. Esse signo tem um grande potencial instrumental
quando se tem por objetivo incluir o nimero no contexto das progressdes e das
poténcias de base 2. Da mesma forma é potente para operacdes com tecnologias
mais avangadas (calculadora cientifica, por exemplo). Para algumas operacdes
manuais também ele possui uma poténcia maior do que a representacdo decimal.

A fracdo irracional tem, como veremos, um valor instrumental didatico menor do que
a forma racionalizada, especialmente quando o objetivo € discutir o seu significado
geométrico, compreender a sua posi¢do na reta ou até mesmo inseri-la no contexto das fracdes

ou buscar compreender o nimero que ela representa.

Fragdes irracionais

Os nUmeros irracionais expressos na forma de radicais geralmente comegam aparecer
nos programas escolares ou manuais didaticos a partir do nono ano do ensino fundamental.

Desse ano escolar para frente eles fardo, mesmo que indiretamente, parte constante do
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programa e estardo presentes com muita frequéncia. Nem sempre é explorado®, pelos autores
de livros didaticos, o significado geométrico de V2, por exemplo, e a abordagem fica, na

maioria das vezes, no nivel algébrico onde \2=1,4142...Mesmo no curso superior, quando
um numero irracional aparece como componente de um vetor, ndo ha a preocupacdo com a
sua representacdo geométrica (KOLMAN, 1998).

Na educacdo bésica, principalmente no ensino fundamental, quando se depara com
uma expressdo em que as fragcdes tém como denominadores nimeros irracionais na forma de
um radical o procedimento imediato é a racionalizacdo. Alias, os livros induzem esse
procedimento uma vez que o tema é abordado através da racionalizagdo. Da forma como o
assunto € introduzido, em alguns livros didaticos consultados e citados a seguir, tem-se a
impressdo de que esse irracional é abordado apenas para dar suporte ao procedimento da
racionalizag&o.

Se ndo explicitam, pelo menos, deixam implicito que apenas o denominador
influencia na qualificacdo da fracdo. Leonardo (2010, p. 38), por exemplo, afirma que
“Algumas fracbes apresentam no denominador uma raiz ndo exata, ou seja, um ndmero
irracional. Quando temos uma fragéo desse tipo, podemos obter outra fracdo equivalente a ela,
que tenha como denominador um nimero racional”.

O tema no caso seria a racionalizacdo e ndo propriamente o estudo do ndmero
irracional expresso na forma de fragdo cujo denominador é um nimero irracional.

Os autores de livros didaticos dedicam um numero varidvel de paginas ao assunto
das fragdes irracionais, todas envolvendo radicais no denominador e como uma aplicagdo da
racionalizacdo (MORI; ONAGA, 2002; BONJORNO; BONJORNO; OLIVARES, 2006;
BARROSO, 2006). Todos os autores citados tiveram seus livros aprovados pelo Programa
Nacional do Livro Didatico (PNLD) de 2005. Essa tendéncia se manteve nos livros aprovados
no PNLD de 2013 (IMENES; LELIS, 2012; CENTURION; JAKUBOVIC, 2012; ANDRINI;
VANCONCELLOS, 2012; LEONARDO, 2010). Nos trés ultimos houve, no entanto, a
preocupacdo em discutir o problema da divisdo do numerador pelo denominador quando este
é um ndmero irracional como justificativa para a necessidade da racionalizacdo. N&o
dispusemos de livros dos PNLD entre 2005 a 2013.

® Alguns livros exploram e outros ndo. O livro adotado atualmente em nosso municipio (ANDRINI;
VASCONCELLOQS, 2012), por exemplo, ndo explora.
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No curso superior, supondo que o estudante tenha atingido certa maturidade
intelectual, o professor ndo se ocupa desse detalhe, isto €, deixa o resultado em forma de
fracdo com numero irracional no denominador (LEON, 1999; STEINBRUCH; WINTERLE,
1987; KOLMAN, 1998), e muitos estudantes ficam se perguntando: devemos racionalizar ou
ndo? Alids, esse comportamento reforca a ideia de que na educacdo bésica sdo ensinadas
coisas desnecessarias.

Para quem nunca viu uma representacdo geométrica desses nimeros fica a impressdo
de se tratar de algo essencialmente abstrato, um vetor hipotético em lugar ndo definido,
mesmo tendo componentes reais definidas.

Este trabalho pretende discutir essa questéo: racionalizar ou nédo racionalizar? Por
que é importante racionalizar no ensino fundamental? Qual deve ser a postura do professor do
curso superior quando o problema aparece na sua aula, especialmente se o curso for de
licenciatura?

O pressuposto é que o processo de racionalizagdo tem por objetivo tornar plausivel,
ao aluno do nivel fundamental, a ideia de fracdo irracional no contexto de estudo de fracBes
que ele conhece.

Este trabalho se insere na perspectiva da TAD de que discutir a forma como
determinada ideia matematica € abordada e como essa forma pode ser alterada visando um

fim educacional também é uma atividade matematica.

O estudo das fragdes ordinarias

Antes de prosseguir consideramos relevante discorrer um pouco sobre a ideia de
fracdo. Nos livros analisados ela antecede o aparecimento do processo de racionalizag&o.
Racionalizar é um procedimento que entra em pauta quando o resultado da operacdo € uma
fracdo cujo denominador € um namero irracional. Mais especificamente:um nimero na forma
de radical.

lezzi, Dolce e Machado (2005) introduzem o assunto no sexto ano através do
tangram, isto é, focalizando a relagéo parte/todo e concluem afirmando:

Podemos dizer, entdo, que fracdo ¢ um numero que representa partes de um
inteiro.Nas fragdes o nimero colocado abaixo do trago é chamado denominador e
indica em quantas partes iguais a unidade foi dividida. O nimero colocado acima do

traco € chamado numerador e indica em quantas partes da unidade foram tomadas
(IEZZI; DOLCE; MACHADO, 2005, p. 154, grifos dos autores).
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Fracdo, portanto, € um ndmero composto de dois nimeros e ndo um numero
composto por dois algarismos como o 23, por exemploe. Um dos numeros constituintes da
fracdo indica a divisdo do inteiro e o outro a quantidade de partes utilizadas. Pela

definicéofica evidente que se o numerador se igualar ao denominador a fragdo representara
, . o.m . . \
um namero inteiro (— =1, se n=m#0). De igual modo se o numerador for igual & metade do
n

denominador entdo a fragdo representara a metade do inteiro. O raciocinio vale para um terco,
um quinto e assim sucessivamente. Essa € a ideia expressa no texto.

Por ser a definicdo introdutdria é natural supor que os autores ndo tiveram a intencdo
de incluir as fragcdes improprias, 0s casos em que mais de um inteiro est em jogo.

Dessa forma, pode-se imaginar que se um inteiro for cortado em um ndmero muito
grande de pequeninos pedagos o numerador pode ter um crescimento praticamente continuo
até se igualar ao denominador. Se denominarmos 0 numerador de m e o denominador de n
pode-se dizer que 0 <m<n quando o inteiro for Unico, isto €, quando se tratar de fracdo
ordinéria propria.

Paginas adiante os mesmos autores (IEZZI; DOLCE; MACHADO, 2005)
introduzem o conceito de dizimas periddicas através da divisdo do numerador de uma fragédo
pelo seu denominador e o resultado € um nimero composto por diversos algarismos
(repetidos ou ndo). A fracdo como um ndmero comega se delinear a partir desse ponto e
também quando se estuda a conversao de fragdo em nimero decimal. Dois nimeros tornam-se

um como em 3/4=0,75, onde 0s nimeros trés e quatro quando combinados dessa forma

transformam-se em um Gnico nimero, 0 0,75 ou 0 75%.

Nesse caso temos que a fracdo pode ser parte de um inteiro, isto €, 0s nimeros que a
compdem representam um conjunto de partes, mas também pode representar uma divisdo de
um desses nameros (0 numerador) pelo outro.

A fragdo como um namero traz implicita a divisdo de um de seus componentes pelo
outro. Mais precisamente, a divisdo do numerador pelo denominador.

Cavalcante et al (2006, p. 156) afirmam que “As fracdes sdo usadas, no dia-a-dia,

para expressar quantidades e medidas que ndo podem ser indicadas com nimeros naturais”.

®Adler (1972, p. 63) tratando da construgio desse novo campo numérico (as fracdes) afirma que “cada fragdo
representard um ndmero nesse Novo sistema”, mas que nesse conjunto “os nimeros nao serdo simples fracdes”, é
uma “familia de fragdes ou de quocientes inteiros”.
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A ideia de fragdo como medida € a tonica inicial desses autores. Os exemplos com
medidas de canos e de parafusos evidenciam isso. Nas péaginas seguintes a citada é
introduzido o conceito de fragdo como parte de uma figura ou de um conjunto de objetos.
Logo mais eles afirmam que “qualquer fracdo pode ser representada por meio de uma diviséo
e vice-versa. O traco da fragdo representa uma divisdo” (CAVALCANTE et al. 2006, p. 161).

Dessa forma a fragdo pode ser vista: a) como um nimero (3/5=3:5=0,6), b) como
uma parte do todo (1/5 ¢ a quinta parte de alguma coisa dada)’, ¢) como uma razo entre duas
grandezas ou d) como medida interna, isto ¢, o denominador como medida do numerador.
Esta quarta visdo pressupde que em m/n(m,ne Z, n#0) m pode ser dividido por n ou que n
mede m. Fragdo como um nimero composto por dois (ou mais) algarismos, e ndo “por dois

ndmeros”, se obtém a partir da primeira visdo, que estamos denominando de medida externa,

isto €, medida de um objeto dado.

Na perspectiva de razdo, se temos a fracdo 1/2, por exemplo, parece facil explicar
para o estudante do nivel béasico de escolaridade que 1 objeto foi dividido em 2 partes ou que
3 objetos foram repartidos para 4 pessoas, no caso de 3/4. Igualmente é facil dizer que em

uma festa havia 3 adultos para cada 4 criangas ou 1 refrigerante para cada 2 criancas. N&o nos
parece facil dizer que havia 3 refrigerantes para cada 6 décimos de uma pessoa, ou 3

refrigerantes para cada 3/5 de pessoa.

Se adotarmos o raciocinio de divisdo do inteiro em partes discretas, pensamos que se

ndo é facil aceitar que se divida um inteiro por um nimero ndo inteiro, supomos ser ainda
mais dificil entender o significado de 1/v/2 ou 6/+/3. Fiquemos com 1/+/2 por ser mais
simples.

Poderiamos pensar em abordar as fracBGes irracionais, com a ideia de medida

(externa), isto é, a fracdo como a medida de um objeto, mas entendemos que (mesmo
ignorando V2 ¢ um nimero que traz implicita a incomensurabilidade), nesse nivel de

escolaridade que estamos considerando, ela fica comprometida porque se /2 de uma

polegada representa 50% da polegada e 3/5 representa 60% dela, o que representaria 1/\/5 de

"Aqui esta implicita a ideia de medida de que tratam Cavalcante et al. O objeto foi dividido em 5 partes iguais e a
quinta parte é a medida da por¢do que interessa (20% do todo).
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uma polegada (ou de um metro)? Supomos que é nessa perspectiva que o aluno pensa porque

é nessa perspectiva que foi induzido a pensar.

Quem estudou incomensurabilidade e se apropriou da ideia entende que 1 e+/2 sdo
grandezas incomensurdveis sabe que toda tentativa de compard-las serd feita por
aproximacao. No entanto, o estudo dos segmentos incomensurdveis ndo aparece em todos 0s
livros e, supostamente, 0 assunto ndo é posto em pauta pelo professor.

Deve-se levar em conta ainda que 0s autores ao apresentar as fragOes irracionais,
apresentam-nas como fracdes, isto é, como parte de um todo ou como havendo uma possivel
mensurabilidade entre numerado e denominador.

E a partir dessa constatacio que a discussio seguinte faz sentido.

Como ideia de uma parte do todo ndo parece razoavel evocar porque dividir o todo

em \/Epedagos ndo deve ser muito simples de conceber mesmo por quem ainda ndo se deu
conta do que significa um namero irracional. Se dividir um inteiro em 1,5 pedagos talvez ja
seja complexo o que dizer de dividir em 1,4142..? A ideia de se tentar ignorar a
incomensurabilidade advéem do fato de que nesse nivel de escolaridade muitos alunos
desconhecem esse conceito.

A ideia de razdo entre duas grandezas também néo parece facil uma vez que recai no
j& exposto de que 1 inteiro possa ser partilhado por uma quantidade irracional (que para 0s
alunos pode significar indefinicdo por causa das infinitas casas decimais na repetidas) de
individuos quaisquer.

Resta considerar a ideia de medida interna, a ideia de que uma parte (o denominador)
mede a outra (0 numerador). Nesse caso, medida ndo implica em a fragdo representar uma

unidade de medida, como % do todo, por exemplo, mas uma relacdo interna a prépria fragdo.

x . " m
Fracdo entendida como razdo entre duas grandezas de mesma natureza, onde, em —, n mede
n

m.

Antes de prosseguir reconhecemos que alguns autores induzem a possibilidade de

que, em 1/\/5 que um segmento que mede um metro estd sendo medido por um segmento

que tem /2 metros, uma vez que justificama racionalizacéo tratando a “dificuldade” de se

proceder a divisdéo de * ! ;=7:1,414213562 " e 1: 42 (ANDRINI;

J2 1414213562
VASCONCELLOS, 2012, p. 33; LEONARDO, 2010).
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Em edigdes anteriores essa “dificuldade” nem era discutida. Admitia-se
implicitamente a impossibilidade da divisdo. A evidéncia dessa admissdo esta no fato de
induzirem & racionalizagdo antes de discutirem o significado dela. E como se dissessem:
“racionalize e ndo tente entender qual a relagdo que existe entre essas duas grandezas”.

De fato, se dividir um inteiro por um numero decimal exato, como 0,6 ou 0,8, ndo
tem sido fécil “convencer” o aluno de que faz sentido proceder assim, o que dizer de dividir
(no sentido de repartir) por um decimal ndo exato como 1,4142..? Portanto, emtoda
discussdo sobre racionalizagdo ha obstaculos a serem superados. Conforme Bachelard (1996)
ato de conhecer consiste na superacao de ideias previamente constituidas e que essa a¢do nao
é imediata e nem espontanea. H4 um “trajeto” cognitivo a ser percorrido, conflitos a serem
vivenciados e rompimentos a serem produzidos.

No entanto, pode-se ainda pensar em termos de obstaculo didético, conforme
Brousseau (1976), uma vez que algumas dificuldades em trabalhar com fragdes irracionais

estdo ligadas & forma de abordagem do assunto.
. p m, p
Romper com a ideia de que sempre que aparecer um ndmero na forma — é possivel
n

que n caiba em mum certo nimero de vezes ou que o inteiro pode ser dividido em n partes
ndo tem sido a tbnica dos autores. A proposta é operacionalizar, efetuar a divisao.

Mas, se as outras ideias (razéo, relagdo parte/todo e um numero) trazem dificuldades
conceituais porque implica pensar em grandezas discretas insistimos entdo pensar no outro
significado da divisdo: medida. A questdo, portanto, é: quantas vezes ncabe em m na fracéo

m/n (subtendendo que estamos trabalhando com nlmeros inteiros diferentes de zero)?

Que somente a metade, de um segmento de 2 m, cabe em um segmento de 1 m talvez

ndo seja tdo complicado admitir, mas o que dizer de um segmento de 1m ser medido por um

segmento que mede J2m? Quantas vezes J2m cabeem 1 m?
Supomos que venha dessas especificidades e dificuldades, que no nivel de ensino

fundamental se proceda a racionalizagdo. Pois é mais facil admitir que um segmento que

mede 2 m seja dividido ao meio (\/5/2) do que admitir que ele caiba, aproximadamente,
0,7 vezes em um segmento de 1 m como é o caso de 1/\/5. Dessa forma, se na via direta (
1/\/5) é dificil perceber a divisdo de 1 por J2, pela via inversa, isto &, ap0s racionalizada, (
\/5/2) mostra que em um segmento de 1 unidade cobre cerca de 70% do segmento de V2
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unidades ( \/5/2 =0,7071... =70%). E uma forma de contornar o problema da
incomensurabilidade, apresentando uma solugdo prética.

Logo o artificio didético da racionalizagio (1/+/2 =~/2/2) torna o assunto mais
compreensivel, mas ndo necessariamente mais compreendido. Por que uma coisa é igual a
outra aparentemente tdo diferente? Nos casos onde ndo h4 o habito de dialogar com o
estudante sobre o que estd sendo ensinado; quando ndo é habito ocorrer a argumentacéo
(conversa de méo dupla que busca esclarecer, convencer) em sala de aula é possivel que ap6s

algumas aulas sobre racionalizagdo,alguns estudantes, que ndo permitiram que seu raciocinio
se embotasse no processo, figuem perguntando: se 1/\/5:\/5/2 ( isto é, se resultou no
denominador sobre o dobro do numerador ) entdo por que 1/5+5/2? As regras da

Matemaética ndo valem sempre?
Esta é outra questdo que escapa quando se procede a racionalizagdo de forma

imediata como normalmente se faz. So obstéaculos didaticos sendo produzidos?

Quando fazemos 1/\/_ :1/x/§ X \/5/\/_ = \/5/2 , Na maioria das vezes, sequer
discutimos que estamos multiplicando pela unidade e €é isso que da a garantia de que 1/\/_ =
\/5/2. E essa multiplicacdo pela unidade que nos permite escrever 3/5=21/35, pois,
3/5=3/5x7/7 =21/35. Dos livros consultados somente Imenes e Lellis (2012) trazem esse
indicativo explicito.

E essa mesma propriedade que vai justificar porque 1/5# 5/2.

Dessa forma, a racionalizagdo permite tratar essa relagédo entre os componentes de
uma fracdo de forma mais plausivel e o estudo da racionalizagdo pode finalmente sair do
contexto totalmente abstrato.

Entendemos que nos cursos de licenciatura esse assunto deve ser discutido pelos
professores. A suposicdo de que todos saibam que uma fragdo também pode ser um nimero e
que esse numero pode, inclusive, ser irracional, pode ser falsa porque muitos estudantes
podem n&o ter esse entendimento. Mesmo que a suposicdo fosse verdadeira, defendemos a
discussdo porque o verdadeiro problema ndo esta na possivel falsidade do pressuposto de que
todos j& sabem, esta no fato de esquecer que esse académico serd professor e que trabalhara

essas questdes com alunos de um nivel de escolaridade que requer cuidados na forma de

abordar a Matematica. Admitimos que tratar esse, e outros assuntos, sem a preocupagao com
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o0 didlogo com a classe sobre o tema em estudo é um falha na proposta daquele que assim
proceder estando na fungdo de formador de professores. Portanto, o problema reside no fato

de que o assunto deve ser discutido.
Retomando para aprofundamentos

Tendo discorrido rapidamente sobre o significado da racionalizagdo estamos nos
propondo em fazer a retomada de alguns paragrafos precedentes para um ligeiro
aprofundamento.

Dissemos em paragrafos anteriores que uma fracdo pode ser vista como um nimero,
como uma parte do todo, como uma raz&o entre duas grandezas ou como uma medida interna.
Esta quarta visdo pressupde que em m/n(m,ne Z, n#£0) m pode ser dividido por n ou que n
mede m. A ideia de medida interna, convém repetir, ndo é a usual, isto €, o denominador
servir de pardmetro ndo para dimensionar objetos, mas de comparagdo interna, entre 0s
proprios componentes da fracéo.

Entendemos que esse assunto requer ampliacdo. VVimos que fragdo como um nimero
se delineia a partir da divisio do numerador pelo denominador. Para quem se habituou a
pensar em nimero como uma entidade abstrata e com vida prdpria, para quem nimero ja ndo
representa necessariamente uma quantidade de objetos ou uma medida, ndo deve ser dificil
aceitar a divisio de2 por /5, por exemplo. N&o sabemos informar se essa facilidade se
estende para muitas pessoas, se a “regra” é valida para a maioria.

Ver a fragdo (m/n) como parte do todo, isto &, como se o todo fosse cortado em n
pedacos (fragmentacgdo discreta do todo) de igual tamanho e em que uma quantidade mdesses

pedacos seja tomada, pode ser dificultada nas fragcbes cujo denominador € um ndmero

irracional tanto na apresentacdo direta da fragdo com n irracional (1/ NA ) como da forma

racionalizada (\/5/2) com n inteiro e m irracional. Cortar um inteiro em /2 ou \/gpedagos

sO é possivel em um contexto de pura onde apenas a operacao interessa, onde importa apenas

saber que se trata de um numero. De igual modo cortar um inteiro em, diriamos, 5 pedacos e
tomarmos ~/2 desses pedacos (\/5/5) supomos que também seja possivel somente em um

contexto abstrato porque nesse contexto onde um ndmero tem vida propria essas discussoes
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sdo secundérias. Embora seja esse o “estado de espirito” (BACHELARD, 1996) ambicionado
talvez seja um pouco cedo esperar que o estudante do ensino fundamental o tenha atingido.

N&o nos parece simples, isento de conflitos, pensar a fragdo com componentes
irracionais em termos de algo pratico, perceptivel pelos 6rgdos dos sentidos ou imaginavel em
termos quantitativos discretos, mesmo para quem ndo se deu conta do fator
“incomensurabilidade” que permeia o assunto. O entendimento de que fracéo seja um pedaco
do inteiro, como um valor discreto em que ocorreu um corte literal parece ndoajudar a
entender uma fragdo irracional ou diminuir a suspeita de que ndo se encaixa no contexto de
fragcbes comuns.

Os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) fazem referéncia a “inexisténcia de
modelos materiais que exemplifiguem os irracionais” e pressupdem que essa seja uma das
“dificuldades na aprendizagem dos irracionais” (BRASIL, 1998, p.106).

A fracdo como razéo entre duas grandezas continuas de mesma natureza, em que
uma mede a outra, nos parece a abordagem mais apropriada. A que justifica a racionalizagéo
do denominador de uma fragéo irracional.

No ensino fundamental, e mesmo em outros niveis de escolaridade, ndo temos
percebido a preocupagdo em tratar divisdo sob essa perspectiva. Quase sempre a divisdo é
abordada com o sentido de repartir ou simplesmente uma opera¢cdo. Mesmo quando se
transforma fracdo em numero decimal, exato ou periddico, ocorre simplesmente uma
operacdo entre dois nimeros como entes abstratos e o resultado néo € visto como uma medida
de algo ou em quantas vezes o denominador estava contido no numerador.

Essa ideia de medir, se devidamente explorada, contribuiria para evitar contratempos
como 0 caso vivenciado por um dos autores deste texto durante uma prova em um curso de
Administracdo. Ao resolver um dos problemas propostos e, ao se deparar com o resultado

(obtido pela calculadora) de que 3000/0,5=6000, um académico se irritou dizendo que o

problema néo tinha solucdo porque conduzia a uma diviséo cujo resultado era “absurdo”.Seu
raciocinio era, para ele, obvio: se sempre haviam lhe dito que dividir é repartir como se pode
repartir uma quantidade e ela ainda ficar maior?

A divisdo como medida, com a ideia de “quanto cabe” ou “quanto € necessario para”,
facilitaria o entendimento do académico citado. Bastaria pensar em quantas moedas de 50
centavos ele necessitaria para compor 3000 reais. Ou, quantos meio-metros teria que andar

para percorrer 3km.
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Essa ideia de medida associada a geometria pode ser Util especialmente para entender

uma fragdo que tem como denominador um nimero irracional. J& vimos que se 1/\/5 oferece

dificuldades para interpretagéo, a sua racionalizagédo (\/5 / 2) torna essa fracdo mais “racional”
porque dividir um segmento ao meio ndo é estranho. Mesmo casos mais complexos podem

ser interpretados dessa forma. A fracdo 5/\/5 equivale a dividir um segmento que mede 52

a0 meio, isto é, equivale a 5v2/2 =7,05/2. Ou, ainda, que o segmento /2 m cabe,
aproximadamente, 3,5 vezes em um segmento de 5m.

Quando temos 2/(\/5 - \/§) ao invés de perguntarmos quantas vezes o segmento de
medida /5 —+/3 cabe em um segmento de medida 2, afirmaremos que é um segmento de

medida /5 + /3 dividido ao meio ou seja: (+/5 ++/3)/2.
Sobre as dificuldades em se trabalhar com nUmeros irracionais, consta nos
Parametros Curriculares Nacionais de Matematica (PCN) que:
De modo geral, as formas utilizadas no estudo dos ndmeros irracionais tém se
limitado quase que exclusivamente ao ensino do calculo com radicais. Apesar de
tradicionalmente ocupar um razoavel espago no curriculo do quarto ciclo, o trabalho
com os irracionais pouco tem contribuido para que os alunos desenvolvam seu
conceito.Do ponto de vista de sua evolugdo histérica, a existéncia e a caracterizacdo
dos ndmeros irracionais foram questdes bastante complicadas. Apesar de ser antiga a

convivéncia do homem com os nimeros irracionais, somente ha pouco mais de cem
anos é que esses nimeros foram sistematizados (BRASIL, 1998, p.106).

Os numeros irracionais trazem em sua propria constituicdo um certo grau de
dificuldade e o documento citado ao afirmar que “o trabalho com os irracionais pouco tem
contribuido para que os alunos desenvolvam seu conceito” revela a necessidade de um
abordagem especifica. Dessa forma a nossa proposta de um tratamento diferente para as
fracdes irracionais esta respaldada.

Entendemos que a racionalizagdo possui maior valéncia instrumental para o
entendimento do significado de uma fracéo cujo denominador é um nimero irracional e que a
forma racionalizada tem maior potencial instrumental didatico no estudo das fracdes
irracionais. Essa discretizagdo do denominador torna o seu estudo mais plausivel para quem
pensa fracdo em termo de particdo de um inteiro em porgdes discretas.

Esse poderia ser um tema de préatica como componente curricular (CNE, 2002) em
analise ou nas disciplinas em que as frac@es irracionais mais aparecem como Algebra Linear e

Geometria Analitica.
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A prética como componente curricular na universidade dificilmente é
operacionalizada porque muitos professores ndo conseguem encontrar temas matematicos que

estdo presentes na educagdo basica e que sdo revistos com aprofundamentos na universidade.

Considerac0es finais

Pelo exposto podemos deduzir que ensinar racionalizagéo de fragdes com um nimero
irracional no denominador € uma atividade que se torna relevante, e justifica o dispéndio de
tempo em sala de aula, se a Matemaética for explorada nesse processo.

Mesmo no curso superior, e talvez nesse nivel fosse o local mais apropriado para
esse debate, 0 assunto pode se tornar objeto de bons momentos de didlogo com o estudante.

A racionalizago das fracGes somente através da exemplificacdo como se faz seguida
de modelos prontos para serem seguidos ndo contribui para o que Bachelard considera
relevante para a formacdo do espirito cientifico que é marcado pela inquietagdo e pelo
rompimento. De igual modo, entendemos que introduzir o assunto como se fosse uma forma
de facilitar uma operacéo para saber quantas vezes uma grandeza cabe na outra, exatamente
duas grandezas incomensuraveis, sem oportunidade para uma “conversa” sobre o0 que esta
tentando revelar e sobre o que ainda permanece oculto, é uma abordagem simplista.

Dessa forma, entendemos que racionalizar ndo deve ser o foco, e sim analisar a
Matemaética que se “esconde” sob um processo de racionalizagéo.

Entendemos também que ao gastar muitas horas-aula exercitando racionalizacéo,
sem explorar a matemaética subjacente, podemos estar vivendo o paradoxo de ensinar muito

sem ensinar nada.
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