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Resumo

O objetivo deste artigo é estudar as relacdes que os autores estabelecem ao apresentarem o conceito de limite,
focando o tipo de abordagem adotado (intuitiva ou direta e formal). Refletimos sobre como os autores trabalham
as formas indeterminadas, limites infinitos e limites no infinito. De fato, procuramos responder as seguintes
questdes: quais sdo os diferentes pontos de vista sobre o conceito de limite apresentados nos livros de calculo? A
guem se dirige o texto? Que elementos dele evidenciam esse direcionamento? Esta pesquisa de cunho
documental apoiou-se nas seguintes categorias definidas por Bakhtin: enunciado, signo, significado, auditorio
social, vozes, entre outros. Traremos, também, elementos da Teoria Antropolégica do Didatico de Chevallard
(1992) para pensarmos sobre o objeto matematico em si. Enquanto Bakhtin ajuda-nos a analisar o discurso, o
texto e seus elementos, Chevallard guia nossa percepcdo com relagdo aos elementos que estariam presentes na
elaboragdo desse objeto matemético - o limite, e analisar com mais profundidade a relacdo entre teoria e técnica
presentes no conceito de limite e nas tarefas que os autores propuseram. Com relagdo as vozes, a referéncia que é
feita explicitamente a um matematico especifico ou a um periodo especifico da historia é infima. Os livros
passam a ideia de uma ciéncia atemporal, desumanizada, descontextualizada. Um conteiido pronto e que foi,
desde o inicio, como é apresentado hoje. Ao pensarmos sobre os 4T (Tarefa/Técnica/Tecnologia/Teoria),
percebemos que ha momentos em que os procedimentos se sobressaem como se eles fossem a razdo Gltima do
estudo. A técnica é priorizada em detrimento de uma abordagem mais conceitual. A tecnologia é também
explicita, mas ndo ajuda, pelo menos na forma em que é apresentada, no entendimento da teoria.

Palavras-chave: Conceito de limite. Organiza¢fes matematica e didatica. Auditorio social. VVozes.

Abstract

The goal of this article is to study the relations that authors build when they present the limit concept. We focus
on the type of approach they adopted (if intuitive or direct and formal). We reflect on how the writers work the
indeterminate forms, infinity limits and limits on infinity. In fact, we search for answers to the following
questions: which are the different points of view about the limit concept, presented in the calculus’s book? To
whom is the text elaborated? Which elements indicate who the text was made for? This documental part of this
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research was based on the Bakhtin's categories, among others: utterance, sign, significance, social auditorium,
voices. We also work with elements of the anthropological theory of the didactics from Chevallard (1992), as we
think about the mathematical object on itself. While Bakthin helps us to analyse the speech, the text and its
elements, Chevallard guides our perceptions related with the elements, that would be present elaborating the
mathematical object — the limit, as well as to analyses deeply, the relation between theory and technique related
with the limit concept and on the tasks that the writers had proposed. With respect to voices, the reference that is
being explicitly made, to a mathematical specific or to a specific historical period, is negligible. The books give
the impression of a timeless science, dehumanized, decontextualized. The contents shows up readily and seems
to be since the beginning, as shown today. In thinking about the 4T (Task / Technique / Technology / Theory),
we realize that there are times, when the procedures stand out as if they were the last reason the study. The
technique is prioritized at the expense of a more conceptual approach. The technology is also explicit, but it does
not help - at least in the way it is presented - understanding the theory.

Keywords:Concept. Mathematical and didactical organizations. Social Auditorium. Voices.

Introducéo

Se ha um conceito matematico que gera controvérsias e dificuldades, esse é o de
limite. E por que isso acontece? Pesquisas’ tém mostrado que sdo Varios os elementos que
contribuem para essa dificuldade e ha diferentes tipos de obstaculos j& identificados na
aprendizagem do mesmo. Entre esses elementos, interessamo-nos pelas organizagGes
matematicas e didaticas propostas por autores de livros didaticos sobre o conceito de limite.

O nosso objetivo é o de refletirmos sobre as relagdes que os autores estabelecem ao
apresentarem o conceito de limite, se optam por uma abordagem mais intuitiva ou trabalham
de maneira mais direta e formal. Vamos analisar, também, como os autores trabalham as
formas indeterminadas, limites infinitos e limites no infinito. Procuraremos verificar, ainda, se
ha alguma preocupacgéo em relagdo a histéria do conceito e do seu desenvolvimento. Nesse
sentido, buscaremos elementos que possam de maneira direta ou indireta evidenciar as vozes
que estariam presentes na constituicdo daquele conceito.

Os livros que compuseram a elaboragdo desse texto foram escolhidos por meio de
alguns critérios: a familiaridade da pesquisadora com alguns deles, visto que 0S mesmos
foram utilizados por ela nos cursos de Calculo Diferencial e Integral ministrados para 0s
cursos de Agronomia, Engenharia Elétrica e Computacdo. Um livro, especificamente, foi
escolhido por ter sido o livro no qual a pesquisadora estudou Célculo quando era aluna da
graduacdo em Matemética. Os outros livros foram escolhidos por se constituirem como
referéncia para o ensino de Célculo sendo seus autores reconhecidos pela comunidade
matematica brasileira, como Geraldo Avila e Hamilton Guidorizzi.

Procuraremos, ao trabalhar com esses textos de um género discursivo especifico (e
por intermédio de alguns conceitos de Bakhtin), responder as questdes acima colocadas,

apoiando-nos nas seguintes categorias definidas por Bakhtin: enunciado, signo, significado,

“Cornu (1983,1991), Sierpinska (1985), Robert e Speer (2001), Tsamir (2002), Amorim (2011) entre outros.
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auditorio social, vozes, entre outros. Bakhtin (2003, p.307) ressalta que onde ha texto, ha
objeto de pesquisa e pensamento.

Traremos, também, elementos da Teoria Antropoldgica do Didatico de Chevallard
(1992) para pensarmos sobre o objeto matemético em si. Enquanto Bakhtin ajuda-nos a
analisar o discurso, o texto e seus elementos, Chevallard guia nossa percepgédo com relagdo
aos elementos que estariam presentes na elaboracdo desse objeto matematico - o limite. Em
suma, as questdes que procuraremos responder neste artigo: quais séo os diferentes pontos de
vista sobre o conceito de limite apresentados nos livros de célculo? A quem se dirige o texto?
Que elementos dele evidenciam esse direcionamento?

Cada analise de texto se inicia com elementos do preficio do autor porque
comungamos com Bakhtin quando afirma que um trago essencial (constitutivo) do enunciado
é 0 seu direcionamento a alguém, o seu enderecamento (BAKHTIN, 2003, p.301). Tendo
consciéncia disso, a leitura e, consequentemente, a andlise se modifica. Lembrando que para
Bakhtin (2003, p.333) todo enunciado tem sempre um destinatario cuja compreensdo
responsiva o autor procura e antecipa porque a palavra do outro coloca diante do individuo a
tarefa especial de compreendé-la (BAKHTIN, 2003, p.379). E ainda que a “resposta” ndo seja
dada imediatamente, toda compreenséo plena real é ativamente responsiva e ndo € sendo uma
fase inicial preparatdria da resposta (seja qual for a forma em que ela se da) (BAKHTIN,
2003, p.272).

Quando escrevemos, imaginamos um tipo de leitor. Um texto é também uma forma
de dialogo aberto. O leitor também ndo o 1é de maneira passiva. Bakhtin explicita que o traco
essencial constitutivo do enunciado é o seu direcionamento.

Para Bakhtin, toda enunciacdo, mesmo na forma imobilizada da escrita, ¢ uma
resposta a alguma coisa e € construida como tal (BAKHTIN, 2010), vamos entdo procurar
identifica-las no texto.

Ao trabalharmos com a Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD), criada por
Chevallard (1992), procuraremos identificar quais sdo 0s objetos ostensivos e ndo ostensivos”
que sdo utilizados pelos autores para tratarem do conceito de limite. Com relagdo aos
exemplos e exercicios, buscaremos analisar quais 0s objetivos propostos, mas também no que
a execucdo de certas tarefas ajudaria no aprendizado do limite. Analisaremos as técnicas

contidas no texto. Segundo Chevallard (2002), um saber-fazer, identificado por uma tarefa e

° De acordo com Chevallard (1999, apud ALMOULOUD, 2007, P.119), os ostensivos sdo 0s objetos
manipuldveis na realizacdo da atividade matematica. Os objetos ndo ostensivos sdo todos os “objetos” que, como
as ideias, as instituicbes ou os conceitos, existem institucionalmente sem que, no entanto, eles sejam vistos,
ditos, escutados, percebidos ou mostrados por conta propria. Assim, esses objetos s6 podem ser evocados ou
invocados pela manipulacdo adequada de certos objetos ostensivos que lhes sdo associados, tais como uma
palavra, uma frase, um grafico, uma escrita, um gesto, ou todo um discurso.
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uma técnica, ndo é uma entidade isolada porque toda técnica exige, em principio, uma
justificativa; isto €, “um discurso l6gico” (logos) que Ihe déa suporte, chamado de tecnologia.
Ao longo das analises das tarefas, faremos referéncia a Duval e Vygotsky para refletirmos
mais profundamente com relacéo ao possivel exercicio cognitivo mobilizado por alguns deles
e suas relagcbes com a teoria que esta sendo ensinada, além das relagdes que podem ser

construidas por intermédio da TAD.

Analise global dos pontos de vista dos autores de livros didaticos escolhidos

Nessa primeira parte da andlise dos livros didaticos de célculo, tivemos como
objetivo apresentar o ponto de vista® de cada autor e responder algumas questdes.

Quando refletimos sobre o conceito de limite, € fundamental que o aluno domine os
Varios pontos de vista presentes na teoria para que tenha uma verdadeira compreensdo do
mesmo. Esse conceito d4 margem a vérias abordagens, em diferentes quadros: geométrico,
algébrico, analitico, numérico, etc. Mas, pode haver uma supervaloriza¢do de um quadro em
detrimento do outro. Por exemplo, se a énfase € dada mais ao quadro numérico, o analitico
podera ficar comprometido. Para que a compreensdo aconteca, Almouloud (2007) afirma que:
“é imprescindivel que o aluno compreenda as propriedades dos objetos nesses dois quadros e
suas interconexdes” (p.80).

Em termos matematicos, é fundamental que o aluno transite em diferentes quadros e
registros de representacdo semiética (DUVAL, 2009) para que compreenda melhor os
conceitos estudados. As atividades propostas pelos professores ou que compdem um livro
didatico deveriam ter essa perspectiva.

Em suma, as atividades devem ser desenvolvidas de tal maneira que oferecam ao
aluno a oportunidade de mudar de quadros (DOUADY, 1986) e de pontos de vista.

As perguntas que queremos discutir inicialmente sdo: Como o conceito de limite ou
sua definicdo sdo apresentados? Em que contexto’, associado & derivada ou continuidade, ela
surge? Ou de maneira independente: Como sdo explicadas as indeterminacdes?Os autores
fazem alguma referéncia ao desenvolvimento desse conceito ao longo da histdria?Como séo
explicados os limites infinitos e os limites no infinito?Como os autores explicam que o

infinito ndo é um niimero?

®De acordo com Almouloud (2007), pontos de vista diferentes, para um objeto matematico, s40 maneiras
diferentes de olha-lo, de fazé-lo funcionar e, eventualmente, de defini-lo. Esse autor ressalta, ainda, que olhar um
objeto em diferentes quadros € ter diferentes pontos de vista, embora se possam ter varios pontos de vista no
mesmo quadro.
" Contexto aqui sera considerado na perspectiva matemética e na de Bakhtin.
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Ao longo das andlises de cada livro, apresentamos algumas dessas respostas, 0 que
exige que sejamos breves na sintese final para ndo sermos repetitivos.

Os autores apresentam o limite de diferentes modos. Ha aqueles que optam por falar
sobre ele — de maneira sucinta - ao apresentarem a derivada (como é o caso de Avila). Outros
trabalham inicialmente com a no¢do de aproximacéo por intermédio de um exemplo concreto
ou de gréficos (Boulos e Rogeério, Silva e Badan). Ha também aquele que ja associa, desde o
inicio, o estudo do limite com o de continuidade (Guidorizzi). Ha diferentes tipos de objetos
associados ao conceito de limite. Em sua grande maioria, objetos ndo ostensivos, como 0
préprio conceito.

E praticamente impossivel dissociar o estudo do limite do estudo da derivada ou da
continuidade. Mas, quando o enfoque é dado ao limite, em si, pode-se perder a ideia do todo.
Realizamos estudos que envolvem limite de fun¢Ges, mas ndo e dificil — com a priorizacdo de
procedimentos algebricos — perder isso de vista. Apesar da grande importancia que é dada ao
conceito de limite, ele aparece sempre vinculado a outros conceitos e depois do estudo das
funcOes e da derivada — que ja o utiliza.

Com relacéo as indeterminacdes, nenhum dos autores estudados dedicou tempo para
explicar melhor o que seriam. H& o procedimento padréo, em termos algébricos, denominado
“levantamento da indeterminagdo” que valorizam a técnica envolvida na resolugdo dessa
tarefa, mas até mesmo os procedimentos — sdo apresentados de maneira bastante sucinta por
alguns deles. H& a preocupacéo dos autores no sentido de que o aluno encontre uma maneira
de sair dessas situagdes criticas, mas hd pouco empenho tanto na explicagdo do por que ela é
critica quanto no porqué de certos procedimentos funcionarem.

O infinito e o zero estdo presentes na mateméatica em diferentes disciplinas, €
imprescindivel que o professor de matemética tenha mais conhecimentos sobre eles. E a
proposta da disciplina de Célculo — que é introduzir o aluno iniciante em outros universos
mais complexos — ndo cumpre seu papel ao trabalhar apenas - evitando - que certas situagdes
acontecam, sem a reflexdo sobre o porqué de evitd-las. Assim, j& respondemos a questdo:
como os autores explicam que o infinito ndo é nimero? A resposta é - ndo explicam.

Com relacéo aos limites infinitos e limites no infinito, acreditamos que ha uma série
de dificuldades que podem estar relacionadas aos mesmos. A forma de ler a expresséo que 0s
caracteriza é diferente da estudada por intermédio apenas da ideia intuitiva de limite. E aqui
que vai ocorrer a mudanga de terminologia. Se inicialmente era dito, o “limite €”, com o
estudo dos limites infinitos, muda-se para o “limite tende”.

A igualdade é também, no nosso ponto de vista, outro elemento que pode gerar

dificuldades para os alunos. O simbdlico — nesse estudo — traz outra leitura. N&o é a leitura
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mais usual, a mais conhecida dos nossos alunos. E uma igualdade misteriosa porque aponta
para um resultado infinito! Mas, ndo havia sido dito para os alunos anteriormente que o
infinito ndo poderia ser aceito como solugdo de um limite? Agora pode?

Ha também outros elementos significativos que compdem essa definicdo de limites
no infinito, principalmente quando comparado com os limites infinitos. No primeiro caso a
variavel pode tender a um valor finito e gerar como resultado o crescimento indefinido da
funcdo. No segundo caso, a varidvel x tende ao infinito e isso pode gerar um resultado infinito
ou ndo. A luz do estudo que realizamos, podemos afirmar que esse conceito é cheio de
nuances e detalhes que, pouco explorados, trardo como consequéncia a aprendizagem
exclusiva de procedimentos de resolu¢do ou nem mesmo isso.

E mais uma vez defendemos que, sem as mudancas de quadros, sem o trabalho de
conversdo de representacdes em diferentes registros de representacéo semidtica, o aluno corre
0 risco de “aprender” a teoria que envolve o estudo de limite de uma fungdo de forma
compartimentada e nada significativa. Ter o dominio de um registro ndo implica no dominio
de outro, principalmente se ndo ha o trabalho com essas mudancas.

Com relagéo ao texto — ou em outros termos — quando nos perguntamos para quem se
dirige o discurso dos livros, percebemos que, ainda que no prefacio alguns autores explicitem
que o seu texto é dirigido para os alunos dos primeiros anos da universidade, os enunciados
parecem ser construidos muito mais para especialistas.

Nos dias atuais ha a utilizacdo do termo “interface ndo amigével” para definir
tecnologias ou sistemas nos quais os usuérios encontram dificuldades em manipulé-los. Com
0 cuidado necessario, podemos nos utilizar dessa terminologia para refletirmos sobre os textos
dos livros de Calculo. O livro deveria servir, também, de estimulo ao estudo. Seu texto,
apresentacdo, problemas — deveriam criar um “ambiente” que fosse facil de ser lido pelo
aluno. Mas, isso ndo acontece com frequéncia. Os livros acabam exercendo o papel de
comunicadores de conhecimento pronto e acabado.

Se 0 autor — ao escrever — tem em mente um leitor que ndo é o especialista, € preciso
que fique explicito que leitor é esse. H4 um abuso de certos termos que ndo séo tdo familiares
para os alunos calouros. Para ilustrar isso, citaremos alguns exemplos encontrados nos livros

analisados.

“E natural definir que” (AVILA, 1998, p.77).
“Neste caso [0 autor estd considerando o limite da funcéo xiz guando x tende a
zero], temos um limite no sentido ordinario” (AVILA, 1998, p.81).

Boulos é o Unico autor que se utiliza de simbolos nada convencionais para indicar

aspectos que ele julga importantes no seu livro. As observagdes que aparecem ao longo do
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capitulo sdo explicagdes mais detalhadas do que foi colocado anteriormente. H4 momentos
em que o autor é bastante direto, como na observagdo da p.170. Depois de trabalhar a teoria
dos limites infinitos, Ele afirma: “Em nenhum caso relatado por um dos simbolos acima o
limite existe. Lembre-se de que para dizer que existe, o limite deve ser um numero!”
(BOULOS, 1999, p.170).
A exclamacéo faz parte do texto do autor sendo algo inédito em livros de Calculo.
Mas, sdo elementos assim que acabam por contribuir para a ideia da entoacao® que o autor
queria transmitir. O texto deixa de ser tdo impessoal e frio. Fica mais proximo de quem Ié.
Rogério, Silva e Badan(1992) explicitam, no inicio do capitulo sobre limites, que o
seu texto é para os professores leitores. Mas, certas informacdes também contribuem para
maior compreensdo por parte dos alunos com relagdo a proposta do livro. Na p.45, podemos
ler:
O procedimento que adotaremos &, inicialmente, o de apresentar situagdes concretas
através das quais o leitor ira se familiarizando com a utilizacdo do limite & medida

que for interpretando a linguagem simbdlica e a situacdo apresentada. Em seguida,
passaremos a encarar o limite em seu sentido operacional.

Q-

Guidorizzi (2001) € o Unico autor analisado que associa 0 estudo do limite
continuidade e realiza esse estudo de maneira profunda. Avila (1998) também estabelece a
relacdo entre limite e continuidade, mas de maneira mais sutil. O texto de Guidorizzi (2001) é
denso porque o mesmo trabalha essencialmente com a percepcdo mais formalizada dos
conceitos. Mas, esse autor traz — em varios momentos — o registro grafico proximo ao registro
algébrico — o que pode ajudar na compreensao e na conversdo de um registro em outro. Em
termos de linguagem, acreditamos que a utilizada por Guidorizzi (2001) € a que mais se

aproxima da linguagem para/de especialistas.

Analises de tipos de tarefas

Continuando a parte de analise dos livros didaticos, nds apresentamos um estudo das
tarefas que foram propostas pelos autores baseando-nos na Teoria Antropolégica do Didatico
de Chevallard (1992). A escolha pela Teoria Antropoldgica do Didatico justifica-se pelo fato
de que, por intermédio dela, podemos modelar préticas sociais, em geral, por meio de tarefas,
de técnica, de tecnologia e de teoria.

A TAD nos déa elementos para estudarmos as organizagfes praxeoldgicas (OP)

entendidas como um conjunto de técnicas, de tecnologia e de teorias organizadas para um tipo

®  Entoacéo tem o sentido de “acento apreciativo”, em termos bakhtianos é o que faz com que possamos

identificar o “tom” que foi dado aquela palavra ou frase em um determinado contexto.
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de tarefas. A Organizacdo Didatica (OD) e a forma utilizada para abordar o contetdo
matematico, a maneira de fazer, as escolhas, a apresentacdo. Abrange aspectos além da
matematica. Ao falarmos de organizacdo didatica é preciso que pensemos, também, nos
momentos que compdem a mesma e que foram colocadas por Chevallard num total de seis:
encontro, exploracdo do tipo de tarefa e elaboracdo de técnica, constituicdo do ambiente, etc.
A organizacdo matemética (OM) refere-se a realidade matematica que se pode construir para
ser desenvolvida em sala de aula.

A teoria e a tecnologia fundamentam uma técnica que é utilizada na resolugdo de
determinada tarefa. E preciso ressaltar que para Chevallard, as tecnologias sdo explicacdes
cientificas que provam a validade da técnica, enquanto que a teoria comprova a tecnologia. As
nocdes de tarefa, técnica, tecnologia e teoria permitem modelar as préticas sociais, em geral, e
em particular, a atividade mateméatica (ALMOULOUD, 2007).

A técnica na TAD é utilizada como uma maneira de fazer uma tarefa, ndo sendo
necessariamente um procedimento estruturado, metddico ou algoritmo. E importante lembrar
que o cumprimento de toda tarefa decorre do desenvolvimento de uma técnica — esse é um
dos postulados da atividade matematica.

Mas, o que seria uma tarefa? Segundo Almouloud (2007), as tarefas séo identificadas
por um verbo de agdo que sozinho caracterizaria um género de tarefa, por exemplo: calcular,
decompor, resolver, somar, que ndo definem o contetdo em estudo. E qual a relagdo da
técnica com a tarefa? Para produzir técnicas € necessario que se tenha uma tarefa,
efetivamente problemaética, que estimule o desenvolvimento de, pelo menos, uma técnica para
responder as questdes colocadas na tarefa.

Faremos, a partir de agora, algumas andlises gerais e, mais adiante, trataremos dos
objetos ostensivos e ndo ostensivos que também fazem parte da TAD. Faremos uso, também,
de parte da teoria de Duval — que daré suporte para analisarmos mais profundamente algumas
das tarefas propostas através da nogdo de registro de representacdo e a formagéo de conceitos

na perspectiva desse autor.
Analises gerais do contetdo referente ao limite
12 Anélise — Ordem dos conteudos
Ao observarmos a disposi¢do dos contelidos matemaéticos nos livros, podemos notar

que ndo ha diferencas significativas nessa ordem geral. O estudo do limite vem sempre depois

do estudo da derivada podendo acontecer concomitante com o estudo da Continuidade ou n&o.
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Guidorizzi é o Unico autor que faz o estudo da derivada ap6s o estudo do limite. Os outros
autores utilizam do conceito do limite para o estudo da derivada, fazem o estudo desse

conceito e, sd depois, retomam ao conceito de limite — para o seu estudo propriamente.

Avila Derivada — Continuidade e limites — Regras de derivagdo

Boulos Fungbes — Derivada — Limites — Continuidade — TVM

Rogério, Silva e Fungbes — Derivada — Limite — Existéncia da Derivada

Badan

Guidorizzi NUmeros Reais — Fung¢des — Limite e Continuidade —
Extensdes do conceito de Limite — Teoremas

Quadro 1 - Disposicao dos contedidos
Fonte: autores deste artigo.

Quando olhamos para a forma como o conceito de limite é introduzido, encontramos

algumas diferencas que analisaremos a seguir.

22 Anélise — Disposicao dos contetidos relacionados ao limite

Pudemos constatar que trés dos quatros livros analisados apresentaram o conceito
primeiramente de maneira intuitiva para depois o formalizarem. Ha discrepancia com relacéo
aos teoremas, pois 0s mesmos podem ser mencionados ou ignorados. O que nos faz
questionar — qual a justificativa para isso?

Com relacdo a definicdo formal de limite de uma funcéo, em termos de épsilon e
delta, dois livros apresentaram e dois livros omitiram. Com relacdo ao limite das funcdes

trigonométricas, encontramos esse estudo em dois dos quatro livros analisados.

Avila Continuidade — TVM - Limites de uma funcdo — Limites Laterais —
Derivabilidade e continuidade — Limites infinitos e limites no infinito.
Boulos Conceito intuitivo de limite — Propriedades operatorias — Limites Infinitos —

Limites no infinito — Teorema do Sanduiche — Continuidade.

Urbanoe | Situagcdo problema — Limite de maneira intuitiva — Limites Laterais —
outros Existéncia de limite de uma funcdo — FungOes Polinomiais e Racionais —
autores Propriedades operatorias — Limites de fungdes trigonométricas.

Guidorizzi | Fungdo Continua (aspectos intuitivos e graficos) — Limite de maneira
intuitiva — Fungdo Continua (formal) - Definicdo formal de limite — Limites

Laterais — Limite de fungdes compostas — Teorema do Confronto.

Quadro 2 - Disposic¢do dos contetidos relacionados ao Limite
Fonte: autores deste artigo.
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32 Analise — Quantidade de exemplos e exercicios

Essa contagem foi realizada levando em consideracdo somente o(s) capitulo(s) do
estudo de limite. Ainda que o mesmo estivesse subdividido em varias sessdes, a analise
contemplou todo o contelido que se relacionava direta ou indiretamente ao conceito de limite
que figurava no capitulo de estudos desse. Alguns autores fazem composi¢gdes como é o0 caso
de continuidade e limite ou derivada e limite. Quando comegarmos a dar exemplos das
tarefas, ficard mais fécil para compreender como essa relacéo foi estabelecida pelos autores.

Quando olhamos para a distribuicio desses exercicios, somente Avila apresentou os
mesmos inteiramente ao final do capitulo. Todos os outros autores mesclaram teoria com
exemplos e exercicios. A contagem foi feita da seguinte maneira: se o exercicio tivesse letras
a, b, c — cada uma delas foi contada como um exercicio independente. Com relag&o ao tipo de

exercicio solicitado, esse foi feito em blocos e foi alvo de outra andlise que apresentaremos

mais adiante.
Avila 14 exemplos e 30 exercicios
Boulos 10 exemplos e 68 exercicios
Urbano e outros 11 exemplos e 11 exercicios — com mais uma lista extra de
autores exercicios com 24 itens
Guidorizzi 61 exemplos e 73 exercicios

Quadro 3 - Quantidade de exemplos e exercicios
Fonte: autores deste artigo

42 Analise — Quantidade de tipos de tarefas por temas

Antes de realizarmos o estudo de alguns tipos de tarefas e técnicas nelas envolvidas,
evidenciaremos o quantitativo de exercicios (Tabelas 1, 2, 3 e 4) por contetdos especificos.
Nosso intuito foi o de verificar se 0s autores trabalhariam mais exercicios para determinado
assunto ou ndo. Se haveria alguma preocupagéo por parte dos mesmos no sentido de que um
conteudo considerado “mais dificil” exigiria mais exercicios, por exemplo. Depois da
apresentacdo dessa visdo mais geral, procuraremos focar em alguns tipos de tarefas e técnicas

a elas relacionadas ao nosso objeto de estudo — o conceito de limite.

Tipo de tarefas por conteudo especifico Quantidade
Determinar o limite da funcéo 30
Determinar o limite da fun¢do com x tendendo a zero ou a 18
um
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Determinar o limite da fungdo com x tendendo a mais ou 12
menos infinito ]

Tabela 1 - Quantidade de tipos de Tarefas - Avila (1998)

Fonte: autora desta pesquisa.

Exercicio por conteudo especifico Quantidade
Determinar o limite de maneira intuitiva e os limites 9
laterais
Determinar o limite da fungdo com substituigdo direta do 3
valor na fungéo polinomial
Determinar o limite da fungdo com substituigdo direta do 6
valor na funcéo racional
Determinar o limite da fun¢do em um ponto do dominio 6
que gera indeterminacéo
Calculo de limites infinitos 14
Revisdo da teoria através de V ou F 7
Calculo de limites no infinito 15
Calculo de limite com substituicdo por varigvel 3
Calculo de limite com fung@es trigonométricas 4
Exercicio do tipo mostre que 1
Total de exercicios 68

Tabela 2 - Quantidade de tipos tarefas - Boulos (1999)
Fonte: autores deste artigo.

Exercicio por conteudo especifico Quantidade
Tipo de tarefa “Estudar o comportamento da fungdo por 1
intermédio do conceito intuitivo de limite”
Tipo de tarefa “Estudar do limite de fungdes com o 2
conceito intuitivo de limite”
Tipo de tarefa “Calcular o limite da funcéo e os limites 5
laterais”
Tipo de tarefa “Verificar existéncia e calcular o limite — se 3
existir”
Tipo de tarefa “Determinar o limite de funcbes polinomiais 4
(limites no infinito)”
Tipo de tarefa “determinar o limite de fungGes racionais 6
(limites no infinito)”
Tipo de tarefa “determinar limites infinitos” 6
Tipo de tarefa “mostre que” 1
Determinar o limite da funcdo em um ponto do dominio 4
que gera indeterminagéo
Exercicio com as propriedades do limite 3
Calculo de limite de funcdes trigonométricas 4
Lista de exercicios — Determinar o limite das fungdes 24
Total de exercicios 63

Tabela 3 - Quantidade de tipos de tarefas - Rogério, Silva e Badan (1992)

Fonte: autores deste artigo.
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Tipo de tarefas por contetido especifico Quantidade
Tipo de tarefa “Construir gréafico por intermédio do 6
conceito intuitivo de continuidade”
Tipo de tarefa “Calcular o limite de maneira intuitiva” 8
Tipo de tarefa “Esbogar o gréfico e realizar o célculo por 1
intermédio da ideia intuitiva de limite”
Tipo de tarefa “Calcular o limite de maneira intuitiva” 6
Tipo de Tarefas referentes a continuidade 48
Tipo de tarefa “Calcular e justificar o limite da funcéo 21
em determinado ponto”
Tipo de tarefa “determinar L para que a funcéo seja 3
continua no ponto dado e justificar”
Exercicio utilizando a raz&o incremental 6
Tipo de tarefa “determinar o limite da fungéo em 18
determinado ponto”
Tipo de tarefa “prove que” 10
Tipo de tarefa “Célculo do limite com os limites laterais” 12

Tipo de tarefa V ou F (relacionado limite e continuidade) 1
Tipo de tarefa “relacionar limite e continuidade” 4
Tipo de tarefa “Determinar limite de funcdo composta” 4
4
4

Tipo de tarefa “seja f definida em R”, “suponha que”.
Tipo de tarefa “seja f definida em R”, “suponha que”.
Com a utilizacdo da razéo incremental

Exercicios relacionados ao Teorema do Confronto 16
Tipo de tarefa “determinar o limite de fungbes 20
trigonométricas”

Tipo de tarefa “prove que” envolvendo fungdes 2
trigonométricas

Exercicios para determinar limites no infinito 18
Tarefas do tipo “mostre que”, “prove que” envolvendo 5
limites infinitos

Exercicios para determinar limites infinitos 20
Tarefas do tipo “determinar o limite das fungdes em 18
determinado ponto do dominio”

Tipo de tarefa “dé exemplos” - “tais que” 3
Exercicio do tipo “prove que” 2
Exercicios referentes ao limite de sequéncias 23
Exercicios mesclando célculo de limite de fungdes com 7
limite de sequéncias

Total de exercicios 290

Tabela 4 - Percentual de Exercicios - Guidorizzi (2001)
Fonte: autores deste artigo.

Analises de tarefas propostas pelos autores

A escolha dos tipos de tarefas foi feita, primeiramente, buscando os elementos que
sdo fundamentais na construgdo do conceito de limite de uma funcéo: a ideia intuitiva de

limite, os limites laterais, limites infinitos, limites no infinito e o limite por intermédio da

Perspectivas da Educacdo Matematica — UFMS — v. 7, nimero tematico — 2014



549

definicdo formal de Weierstrass. Como h& autores que trabalham sem diferenciar esses
elementos por tarefas e outros que propdem blocos delas depois de cada trabalho teorico,
optamos por fazer essas analises também em blocos.

Essa opcédo € atil para identificarmos a teoria e a tecnologia envolvidas em cada
tarefa e sua técnica. E ainda que o autor ndo tenha separado os exercicios explicitamente no
seu texto, procuramos assim fazé-lo por compreendermos que isso facilitaria a comparagéo de
tarefas dentro do mesmo bloco e com o mesmo autor. Faremos, inicialmente, uma analise
horizontal — as tarefas propostas por um autor — e, posteriormente, uma anélise vertical — para
compararmos as tarefas que foram propostas para um mesmo contetdo, entre os autores.

Tivemos também o cuidado de ndo repetirmos tarefas muito parecidas ou iguais. A
escolha feita para um autor foi excluida no outro, visto que o raciocinio e os procedimentos
para a resolucdo eram os mesmos. Por exemplo, em todos os livros encontramos a tarefa
“calcule o limite da funcdo” para os mais diferentes tipos de fungdes: polinomiais, racionais,
trigopnométricas, etc. Ao analisar uma, fazemos referéncia também as outras que nao foram
citadas.

O quadro 4 foi construido quando observamos os verbos que constavam nas tarefas

propostas nos livros.

Autor Verbos
Avila Calcule.
Boulos Dé, calcule, estude, julgue, demonstre.
Rogério, Silva e Badan | Destaque, justifique, encontre, eshoce, estude, responda, dé,
calcule, mostre que.

Guidorizzi Calcule, eshoce, justifique, determine, prove, dé.

Quadro 4 - Verbos utilizados pelos autores
Fonte: autores deste artigo

As tarefas

Finalizando o estudo de livros didéticos para o ensino de Célculo, partiremos agora
para a analise de algumas tarefas para refletirmos sobre o quanto o tipo de tarefa solicitada
mobilizaria o aluno no sentido de rever os conceitos, reforcar definicdes, teorias, técnicas e
estabelecer conexdes. Nesse momento procuraremos pensar também nas relacdes: teoria —
tecnologia — técnica — tarefa.

Como a analise de todos seria inviavel, além de fugir aos objetivos desse artigo,
acreditamos que ao apresentarmos algumas dessas tarefas, ja atingimos nossos objetivos no

sentido de refletirmos sobre como esses exercicios podem vir a influenciar o aprendizado do
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aluno leitor. Com o objetivo de compreendermos melhor o conceito de limite, buscamos
identificar nas tarefas elementos que explicitem como elas podem contribuir nessa apreensao.
A que tipo de exercicio tedrico-cognitivo o aluno seria levado a realizar por meio dela.

E interessante perceber que os verbos presentes nas tarefas ja indicam procedimentos
que podem ser mais ou menos abrangentes. Se a tarefa se inicia com “calcule”, por exemplo,
esse verbo indica explicitamente que temos que realizar um procedimento de calculo. Por
outro lado, quando nos deparamos com verbos tais como estude, encontre, destaque, etc. ha o
rompimento da ideia de um “procedimento” padrdo, ha maior liberdade por parte de quem
realiza a tarefa com relacdo & maneira de iniciar, desenvolver e conclui-la. H4 também aqueles
verbos que indicam tarefas mais complexas tais como prove, mostre que, demonstre.

Normalmente, tarefas como essas Gltimas exigem maior grau de abstracéo e sdo mais
complexas. O foco da nossa investigacdo estd na compreensdo e percepgdo do conceito de
limite e ndo nas tarefas em que os alunos poderiam demonstrar dominio dos elementos mais
dificeis. Ainda assim, apresentamos ao final do trabalho, uma reflexao especifica relacionada
a esse tipo de tarefa que envolve a compreenséo da definigdo formal de limite.

Para cada tarefa solicitada e escolhida por nos, faremos a analise da mesma através
da teoria de Chevallard em um primeiro momento. Apds, faremos a anélise da tarefa mediante
a teoria de Duval e, finalizando, explicitaremos as diferengas entre os pontos de vista dos

autores com relagéo ao conceito de limite.

Anélise especifica de algumas tarefas propostas pelos autores

Para cada autor, apresentaremos algumas das tarefas que foram propostas em seus
livros. Vamos escrever o enunciado da questdo para que fique clara — a forma — como foi

colocada a tarefa.

No livro de Avila (1998)

O autor ndo separou as tarefas em blocos. Todas elas foram apresentadas apenas ao
final do capitulo e o Unico verbo utilizado foi — calcule (Quadro 4). Mais especificamente
“calcule os limites indicados nos Exercicios seguintes”. Quando resolvemos alguns desses
limites percebemos que eles exigem procedimentos diferenciados e que — por estarem todos
em um Unico bloco - a diferenciacdo entre esses procedimentos ndo é tdo simples ou 6bvia.
Explicaremos com mais detalhes por intermédio da andlise da resolucdo de alguns desses

exercicios.
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Quando hé a solicitagcdo do calculo do limite, subentende-se que 0 mesmo existe — 0
que ndo d& margens para a reflexdo das condicBes de existéncia do mesmo, nem a utilizacdo
dos limites laterais. Ndo houve, também, uma iniciagdo intuitiva ao conceito, nem a utilizacédo
dos graficos das fungdes nos exercicios. Somente na parte teorica.

Do bloco de 30 exercicios, escolhemos os nimeros: 1, 14, 18 e 30.

Tarefa (1) Tarefa (14)
limx?—-3x+1 . x+3
x—2 lim
xo>=2tx +2
Tarefa (18) Tarefa (30)
lim 2~ lim 21
x-+0 ] + 3x x—|>ripoo 1—x2

Quadro 5 - Tarefas propostas por Avila (1998, p.84)
Fonte: Avila (1998, p.84).

Ao analisarmos os procedimentos relacionados a resolucéo dessas tarefas (Quadro 5),
percebemos que ha diferencas significativas com relacdo a eles. A tarefa (1) é bastante simples,
visto que 2 pertence ao dominio da fun¢do. N&o hd impedimento em substituir diretamente o
valor na lei da funcéo e encontrar -1 como sendo o limite da mesma.

Na resolucédo da tarefa (14) (Quadro 5), hd uma modificagdo de procedimento. N&o
podemos substituir o valor -2 diretamente na lei da funcdo, pois 0 mesmo ndo pertence ao
dominio da funcdo (além da substituicdo gerar uma indeterminacdo). Nesse caso, o ideal é que
o0 aluno veja o gréfico, para assim ter uma ideia do valor para o qual tende a fungdo quando x
se aproxima de -2. E a interpretacdo, nesse momento, é totalmente diferente da anterior. Se na
primeira o limite é, nessa segunda, o limite tende, ja que infinito ndo é nimero.

E como ter a certeza de que essa funcdo tenderia ao infinito? Por intermédio de
tabelas com valores que se aproximam pela direita de -2, por exemplo, e é preciso que se
analise tanto o numerador quanto o denominador. No caso do numerador, ele vai para 1. E o
denominador tende & zero positivamente. O que implica que a funcdo tende ao infinito
positivo. Algo que poderia gerar dificuldades, no nosso ponto de vista, é a orientacdo da reta
real que deve ser levada em consideracdo ao tomar os valores para a construcdo da tabela.

Na resolucéo da tarefa (18) (Quadro 5) mobiliza-se um raciocinio bastante similar ao
anterior, com uma pequena e significativa diferenca; ndo ha como substituir o infinito na
expressdo da funcdo; mais uma vez, o aluno deverd trabalhar com tendéncias. Analisar para
qual valor tende a funcédo racional e determinar o limite da mesma. S8o necessarias, entdo,
quatro analises, duas por sinal. No caso do infinito positivo, temos como “resultado” infinito

negativo, para infinito negativo, “resultado” igual. A resposta serd, entdo, menos infinito.
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A tarefa (30) (Quadro 5) é resolvida com outra técnica. Coloca-se em evidéncia o
fator de maior expoente e analisam-se, ao final, os sinais. Nesse caso, ficara em evidéncia
apenas x multiplicando fatores que tendem a zero. Logo, a resposta serd mais ou menos
infinito. Considerando as anélises para ambos os sinais.

Todos os autores apresentaram tarefas desse tipo. A diferenca é que alguns deles
pedem para que o aluno justifique o valor encontrado e, se o limite ndo pode ser determinado,
ha a solicitacdo do calculo dos valores dos limites laterais e, algumas vezes, trabalham com
esse tipo de tarefa, mas envolvendo graficos. Vamos analisar os quatro T (quadro 6) que estdo

presentes em uma tarefa como essa.

Teoria Tecnologia

Limite de uma fungdo lim, ., f(x) =L;

Propriedades operatérias do  limite
(precisamos destacar que Avila ndo
apresenta a tecnologia envolvida nesse
estudo, mas sim 0s procedimentos por
intermédio de exemplos).

Tarefa Técnica

Calcular o limite da funcdo no ponto | - substituir o valor de X, na fungéo se o

considerado. ponto pertencer ao dominio da funcéo
(tarefa 1).

Observqgap._ quandf) Xo _tendNe ,? mals Ou 1 se g ponto ndo pertencer ao dominio da
menos infinito, a “verificagdo” do valor

para o qual L tende pode ser feita de funcdo, o célculo é feito para valores
maneiras diferentes. proximos do ponto X, (tarefa 14).

- na tarefa 18, as func¢des polinomiais que
compdem a funcédo racional tém o mesmo
grau, analisa-se entdo, qual a tendéncia do
numerador e do denominador.

- na tarefa 30, temos polindmios que tém
diferengas de graus. Nesse caso, € preciso
que se cologue em evidéncia o fator de
maior grau e, depois das simplificagGes,
analisar qual sera o sinal determinante.

Quadro 6 - Os 4T nas tarefas de Avila (1998)
Fonte: autores deste artigo.

Nao encontramos neste livro de Avila, com referéncia ao estudo de limites de uma
funcdo, nenhum outro tipo de tarefa. Além disso, ele ndo explora a mudanca de registros.
Com um Unico tipo de tarefa, o autor acaba por privilegiar procedimentos de calculo. A
mudanca de registro poderd vir a acontecer, se 0 aluno optar por ela ao resolver a tarefa, mas

voluntariamente.
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No livro de Boulos (1999)

12 TAREFA. Exercicio 13.1: Dé o limite da fungdo em Xo, se existir, nos casos da Figura 13-4.

Caso ndo exista, determine os limites laterais (Figura 1).

y (a) y (b) y (c)

3 . 30

o] —— h 20

1 e 10 4

0 %o X106 X 16 %
Figura 13-4

Figura 1- Graficos da tarefa 1
Fonte: Boulos (1999, p.165)

Para a resolucdo dessa tarefa, sdo necessérias a interpretacdo dos graficos das
fungbes e a compreensdo do significado do que vem a ser o limite de uma fungdo em
determinado ponto. Na letra (a) — o limite ndo existe, pois temos limites laterais diferentes. A
esquerda de Xo0 valor é 2 e & direita de xo 0 valor € 1. Na letra (b) — os limites laterais tendem
ao mesmo valor — zero. Logo, o limite da fungdo é zero. Na letra (c) — apesar do ponto xo estar
fora do grafico da funcdo, ao observarmos os limites laterais, percebemos que 0s mesmos
tendem a um mesmo e determinado valor: 20. No nosso ponto de vista, essa situagéo é a mais
delicada com relacdo ao estudo do limite da funcdo em um ponto. Se o aluno néo
compreender que podemos determinar o limite da fungdo nos baseando no que acontece na
vizinhanca do ponto, provavelmente ndo entenderd o porqué desse resultado. Apresentamos

no quadro 7 uma sintese das reflexdes que tecemos acima.

Teoria Tecnologia

Ideia intuitiva de limite, | Se X, € ponto de acumulagdo bilateral do dominio de f, tem-
limites laterais,

se:

existéncia do limite da . _ .

funcdo num ponto xll—gc]()f (x) = L se e somente se xL'EJJ— f(x)

dado. = e lim f(x) =L
x-xot
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Tarefa

Técnica

Dé o limite da fungdo
em Xo, Se existir, nos
casos da figura 13-4.
Caso ndo exista, dé os
limites laterais.

Para a resolucdo de uma tarefa como essa, o aluno devera:

- interpretar graficamente o limite da funcéo, especialmente
as tendéncias a ele associadas.

- calcular os limites laterais.

- verificar as condigdes de existéncia do limite de uma funcéo
em determinado ponto do dominio (sem perder a ideia de que
o0 conceito de limite é local).

- Determinar o limite da fun¢gdo mesmo quando o0 ponto ndo
pertence ao dominio da funcéo.

Quadro 7 - Os 4Ts na tarefa 1 - Boulos (1999, p.165)

Fonte: autores deste artigo

22 TAREFA — Exercicio 13.2 (p.165): Dé o limite da funcdo f em xo= 0; caso ndo exista, dé os

limites laterais.

Nessa tarefa, o autor propde o célculo de limite de seis funcbes definidas no quadro 8.

N&o apresentou os seus gréficos, o que induz a uma interpretacdo algébrica do limite das

funcdes. Escolhemos as letras: (a), (d) e (e).

a)f(x) = |x|

df(x)=xsex<0 e)f(x) = x+1sex<O0e
ef(x)=0sex>0 f(x) = 2x,sex >0

Quadro 8- Itens da tarefa proposta - Boulos (1999, p.165)

Fonte: autores deste artigo

Mais uma vez, se o aluno tem conhecimento sobre o grafico das funcdes

apresentadas ele podera determinar o limite das mesmas ou utilizar desse recurso como um

auxiliar na resolugéo do que foi pedido.

O limite — no caso da letra (a) - existe e é zero.

O limite — na funcéo dada pela letra (b) — também existe e é zero

Na letra (e) — o limite ndo existe, pois os limites laterais possuem valores distintos. A

direita de 0, temos 0: e a esquerda de zero, temos1.

Teoria

Tecnologia

ponto dado.

Ideia intuitiva de limite, | Se %o € ponto de acumulacéo bilateral do dominio de f,
limites laterais, existéncia
do limite da fungdo num

tem-se:

lim f(x) = L se e somente se lim_f(x)

X—=Xg X—=Xg

=L e lim f(x)=1L

X—=Xg
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Tarefa Técnicas

Dé o limite da fungdo em | Para a resolugdo de uma tarefa como essa, o aluno
Xo = 0, caso nao exista, dé | podera:

os limites laterais. - construir o gréfico para ter uma visdo do que acontece
em torno do ponto X, considerado.

- verificar as condicOes de existéncia do limite de uma
funcdo em determinado ponto do dominio (sem perder a
ideia de que o conceito de limite é local).

- calcular os limites laterais.

- Determinar o limite da fun¢cdo mesmo quando o ponto
ndo pertencer ao dominio da funcéo.

Quadro 9 - Os 4T na tarefa 2 - Boulos (1999, p.165)
Fonte: autores deste artigo

No quadro 9, Apresentamos, entre outras coisas, as técnicas que devem ser
mobilizadas no cumprimento das tarefas propostas. As tecnologias que justificam essas

técnicas nem sempre sdo objeto de ensino, e consequentemente de estudo pelo aluno.

32 TAREFA

Exercicio 13.5 (letras a e e).

x%-1

xo-=13,2 34 ¢

X%+ x

a) lim,_,—— e) lim

Na resolugdo desses exercicios, 0s procedimentos sdo parecidos com 0S
anteriormente citados. No primeiro caso, como ndo se pode substituir o valor diretamente na
expressdo, coloca-se x em evidéncia. Efetua-se a substituicdo e encontraremos o valor do
limite igual a 1.

Na segunda funcdo, apesar de lidarmos também com uma fungdo racional, o
procedimento é outro. O valor de Xp nesse caso, coincide com o valor de uma das raizes da
funcdo do denominador. Sendo assim, podemos reescrevé-la como o produto de fatores e,
assim, simplificamos a expressdo e estabelecemos o valor do limite para a segunda funcdo:
2/9.

Teoria Tecnologia
Limite de fungdes racionais. Definigéo de limite de funcéo quociente
Fundamentos tedricos do conceito de i
i . _ o p@ AP ()
imite lim r(x) = lim = — =

X=X x=x0q(x)  lim q(x)  q(x)

X=X
= 7(x0)

Tarefa Técnica

Perspectivas da Educacdo Matematica — UFMS — v. 7, nimero tematico — 2014




556

Calcule Para que o aluno resolva essa tarefa, precisara:

- verificar se o ponto considerado é zero das
funcdes envolvidas.

- verificar se o valor anula o numerador, mas néo
anula denominador.

- decompor a funcéo.

- colocar o fator de maior expoente em evidéncia.

- substituir o valor de Xo na nova funcdo.

Quadro 10 - Os 4Ts na tarefa 3 - Boulos (1999, p.168)
Fonte: autores deste artigo

4a TAREFA. Exercicio 13.7

Esse exercicio (quadro 11) foi um dos mais diferentes dos livros analisados. E muito
raro encontramos, em um livro de Célculo, uma tarefa de cunho essencialmente tedrico e com
esse formato. O autor faz uma revisdo teorica e “provoca” analises relativas & compreensao

tedrica do aluno ao solicitar que ele julgue a sentenca.

Exercicio 13-7 Verdadeiro ou falso? (Nos itens (d)-(g) espera-se um raciocinio intuitivo.)
(a) Se lim f(x) = o=, entdo existe o limite de f (x) para x tendendo a x,.

(b) o= é um nimero real, maior que todos os nimeros reais.

(c) oo e — oo 8a0 dois nimeros reais distintos.

(d) Se lim f(x) = oo, entdo lim(—f(x)) = —oo.

(e) Se lim f (x) = 0, entdo lim — = oo,
v xg —x f(x) 1

(f) Se limf(x) = 0, e f (x) > 0 para todo x pr6ximo de x,, entdo lim : = oo,
=5 ) E=tXe F(X)

(g2) Se lim f(x)=—occe lim f(x)=ee, entdo lim f~(x) = eo.

Quadro 11 - Figura 10: Exercicio 13. 7 (BOULOS, 1999)
Fonte: Boulos (1999, p.171)

O quadro 12 apresenta os quatros T relacionadas com essa tarefa.

Teoria Tecnologia
Limite de uma fungdo lim f(x) = L se e somentese lim_f(x)
X=X X=X
=L e lim f(x)=1L
x-xot
Tarefa Técnica
Classifique ou julgue as sentencas | - leitura e anélise das afirmativas.
emVouF

Quadro 12 - Os 4T na tarefa 4 - Boulos (1999, p.171)
Fonte: autores deste artigo

Vamos discutir as sentencgas e suas respostas.

a)  Asentenca é falsa. O infinito ndo é “resposta”. E aqui, € necessario que pensemos com
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mais vagar sobre o papel da igualdade nessa expressdo. Os alunos estdo habituados a “ler” a
igualdade de uma Unica maneira. Essa forma de perceber a igualdade é nova.

b)  Asentenca é falsa — mais uma vez, infinito ndo é um namero.

c) Falsa- o argumento é 0 mesmo da sentenca anterior.

d) Essa sentenca ndo é simples. Ela generaliza uma situacdo. Até esse momento, 0 autor
trabalhou com o limite de maneira intuitiva e os procedimentos para o céalculo de limite de
funcdes polinomiais e racionais envolvendo o infinito. Vamos entdo julgar a sentenca com
esses elementos. A maneira mais facil de verificar se a sentenca é verdadeira, é testando com
uma fungdo conhecida. Escolhemos a funcdo quadratica definida por f(x) = x? quando
calculamos o limite dessa fungdo quando X — ocencontraremos co. Verificamos, entdo, 0 que
acontece quando testamos a segunda parte da sentenca. A funcdo tem o sinal invertido e x
tenderé a zero. O limite de (-f(x)) sera dado por limite de - (x?) quando x tende a zero. Que
dara - oo. A sentenga ¢ verdadeira.

e)  E claro que a anélise ndo pode ser feita e concluida apenas por intermédio de exemplos
porque 0s mesmos ndo abarcariam todas as possibilidades. O ideal é que o aluno consiga
generalizar a ideia que esta por tras dessa verdade. Os exemplos servem para ele entender o
que acontece com graficos especificos. Posteriormente, o aluno podera entender que estamos
tratando de fungdes que sofreram uma transformacdo peculiar que é expressa pelo menos.
Esse sinal faz com que a fun¢do mude de quadrante e gere o resultado do limite indicado.

f) O procedimento para a verificagdo dessa sentenca € o mesmo da anterior. O aluno
podera inicialmente pensar em exemplos de fungdes que ele conhece e depois generalizar o
raciocinio. E o resultado sera que a sentenca é falsa.

g) Sentenca verdadeira.

h)  Sentenca verdadeira.

52 TAREFA - Exercicio 13.9 — letra c: Calcule.
©) limy o V3x2 —x+2

Esse tipo de exercicio foi encontrado nos livro de Boulos e de Guidorizzi. A fungéo
considerada € uma fun¢do composta. Para resolvé-la, € como se estivéssemos analisando duas
funcbes. A primeira, a funcdo quadrética. A segunda, a funcdo que estabelece a raiz quadrada
da primeira. Na verdade, a rigor, ndo haveria necessidade desse procedimento, mas ele auxilia
na resolucéo. A substituicdo (quadro 13) faz com que a andlise se realize por partes e isso

podera contribuir para que o aluno erre menos.
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Teoria Tecnologia

Limite de fungdes
compo_stas: Para calcular lim f(g(x)), chamamos u = g(x), e se, para x — X, tem-se
Conceituacdo de U— oo, entiio '

limite de funcéo limf (g(x)) = Lim f (1)

composta.

(na dltima igualdade usamos o resultado anteriormente enunciado). Em geral, tem-se:

O resultado vale se, em lugar de x,,, figurar eoou — <o, ou se o limite for lateral.

Tipo de tarefa Técnica

Calcule O aluno devera:

- fazer a substituicdo da lei de formacdo da funcdo que estd dentro do
radical por uma letra, por exemplo:

- verificar o que acontece com a fungdo u quando x tende a infinito.

- 0 resultado encontrado serd quase o valor da fun¢do composta.

- deve-se verificar o que a funcdo primeira modifica o resultado da
segunda e concluir qual o valor do limite para essa segunda fungéo.

Quadro 13 - Os 4T na tarefa 5 - Boulos (1999, p.176)
Fonte: autores deste artigo

Boulos é um autor que traz elementos teoricos e tarefas bem diferentes dos demais.
Seus exercicios, colocados em blocos, acabam por explicitar qual a teoria que estd sendo
trabalhada naquele momento. Mas, ele propde, também, tarefas mais gerais que ajudam na
revisdo de certos conteddos.

Em vérias de suas tarefas, hd& mudancas de registros. Se em um determinado
momento ha trabalho com gréficos, em outros acontece a exploracdo de registros algébricos.
O autor explora, também, o registro na lingua natural quando pede que o aluno justifique

certos procedimentos.
No livro de Rogério, Silva e Badan (1992)

12 TAREFA - Exercicio 3.4 p.54 — letra B: “Em cada caso, responda se o limite da funcéo
existe e no caso afirmativo dé o seu valor”. Os autores associam a existéncia do limite da
funcdo em determinado ponto com a existéncia dos limites laterais iguais e finitos. Isso é feito
através de definicdes. H4 a ideia de reforco tedrico no exercicio apesar do mesmo ser

algébrico.

HOER

Se o aluno construir o grafico da funcdo, ele serd4 capaz de visualizar aspectos

2x+1, x=>1
x% x<1

emx =1
importantes dessa funcdo, conforme indicamos no quadro 14, além de associar outro registro

a essa atividade.
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Teoria Tecnologia

Condicdes de existéncia de limite, Limites | Defini¢do 3.1 - Diz-se que os limites laterais de
laterais. uma funcdo definida por y = f(x) num ponto a
existem, se os limites laterais:

lim,_,+ f(x) e lim,_,- f(x)foram finitos.
Definicdo 3.2 — Diz-se que existe o limite de
uma fungéo definida por y = f(x) em torno de a
se existirem os limites laterais de y = f(x) em

torno de a e se esses limites forem iguais.

Tipo de tarefa Técnica

Em cada caso, responda se o limite da | - Na resolugdo dessa tarefa, percebemos que o
funcdo existe e no caso afirmativo dé o | aluno pode:

seu valor. - Tragar o grafico da funcdo para uma primeira
analise visual/geométrica do que acontece em
torno do ponto x = 1.

- analisar se o ponto pertence ou ndo ao
dominio da funcdo. Nesse caso, sim.

- calcular os limites laterais.

- verificar que séo diferentes e finitos.

- concluir que o limite da fungéo, nesse ponto

especifico, ndo existe.

Quadro 14 - Os 4T na tarefa 1 - Rogério e outros autores (1992, p.54)
Fonte: autores deste artigo

28 TAREFA- Exercicio 3.5 letra a
Calcule os lim, o, f(x) e lim,,_, f(x) para:
f(x) = 3% + x + 4

A resolucéo desse tipo de tarefa ja foi apresentada anteriormente, mas a tecnologia
apontada pelo autor se diferencia dos demais porque ndo ha apenas a manipulacéo algébrica
para se chegar a uma funcdo “mais simples” e assim determinar o valor do limite. A fungéo
polinomial em questdo é considerada através do seu expoente. Mesmo ap0Os essas
manipulagdes que sdo, frequentemente, necessarias, o aluno deverd analisar o valor do
expoente da funcdo que restou: se é maior ou igual a um, se é menor que zero, se é maior ou

igual a dois e par, ou se é maior ou igual a um e impar (Quadro 15).
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Teoria Tecnologia
— o S
Limite de x_wo{x -oon=1
~ x"->0,n <0
funcdes
l - x" > oo,n=2enpar
pofinomiais X » —o0{x™ - —oo,n > 1eimpar
x"->0,n<0
Tipo de tarefa Técnica
Calcule O aluno, para resolver uma tarefa assim devera:

- analisar a lei da fung&o colocando o fator de maior expoente em
evidéncia. Por intermédio das propriedades de limite, verificar o
valor “dos pedagos” que compdem a lei da funcéo.

- com o que restar fazer a analise baseada no expoente — que €
par, mas ndo € maior que 2. Logo, a andlise recai a primeira

situacdo, n maior ou igual a 1. O “resultado” serd infinito.

Quadro 15 - Os 4T na tarefa 2 - Rogério e outros autores (1992, p57)
Fonte: autores deste artigo

3% TAREFA- Exercicio 3.10 — p.61: “nos exercicios abaixo as propriedades de limite ndo

puderam ser aplicadas. Justifique o porqué e calcule os limites”.

Letra a

x2—1 lim(x? —1)
lim x=1
x-1x—1 Ilm(x—l)

x-1

Pela defini¢do fornecida pelo autor, dadas duas funcdes f e g, tais que lim,_,, f(x) e
lim,_, g(x)existem, entdo, existird o limite que satisfaz a sequinte propriedade 5 (cf. quadro
16).

Antes da aplicacdo da propriedade 5, o aluno deve checar se o limite do denominador
existe e é diferente de zero. Nesse caso, sua substituicdo direta na expressdo geraria uma
indeterminacdo. E necessario, entdo, que a expressdo seja simplificada. O resultado sera 2.
Para que a propriedade possa ser aplicada, os limites dos fatores que compdem o quociente

devem existir e o limite do denominador existir e ser diferente de zero (Quadro 16).

Teoria Tecnologia

Limite de fungdes | Propriedade 5

racionais o f
lim (
x—a

f(x) lim f(x)

— X—a

?% =500 " im g
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Tipo de tarefa Técnica
Justifique e | - verificar se a substituicdo do valor na lei da fungdo geraria
calcule uma indeterminagé&o.

- manipulacdo algébrica da funcdo para sair da situacdo de
indeterminacao.
- substituicdo do valor na nova fungdo para a determinagdo da

fungdo.

Quadro 16 -Os 4Ts na tarefa 3 - Rogério e outros autores (1992, p.61)
Fonte: autores deste artigo

42 TAREFA- Exercicio 3.11 —letraae letrad

tgx sen3x

a) lims.o d) lim,

Para a determinacdo desses limites, além dos limites fundamentais que devem ser
considerados, o aluno precisara efetuar manipulacfes algébricas para chegar nesses limites
fundamentais e, assim, determinar o valor do limite. Se ele ndo tiver dominio de algumas
relacdes trigonométricas podera encontrar dificuldade em resolver a tarefa.

Iniciemos pela letra (d)

sen3x sen3x 3x . sen3x 3x

) = lim(

) =1m =
x—0 X x-»0° 5x 3x x—»o( 3x b5x

Nessa primeira parte da resolucéo, trabalha-se algebricamente e depois se calcula o

L. T sen3x 3xy\ __ 3_x_§
limite do produto: lim,._,,( = '5x) =178
Na letra (a), o processo é similar.
senx
lim tgx _ cosx _ Senx 1 _ Senx 1 d 1
x=0 X X cosx 'x X cosx ‘cosx

- 18 B T tgx _
Como lim,._,, 51 1, chega-se ao resultado: lim,._,, i 1

No quadro 17 apresentamos as diferentes tarefas, tecnologias e a teoria presentes

nessas situagoes.

Teoria Tecnologia
. tgx . senx _ cosx—1
lim— =1 lim lim
x-0 X x->0 X x-0 X
Tarefa Técnica
Calcule - substituir as funcBes trigonométricas da
funcdo por funcBes equivalentes as que
compdem os limites fundamentais.

Quadro 17 - Os 4T na tarefa 4 — (Rogério e outros autores, 1992, p.65)
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Fonte: autores deste artigo
Quando h4 a solicitacdo para que o aluno justifiqgue o porqué de certos resultados

percebemos a combinacdo de mais de um registro de representacdo, que é algo essencial para
melhor compreensdo do objeto em estudo. E o caso da primeira tarefa analisada. Além de
explorar os aspectos tedricos relacionados aos limites laterais e a condi¢do de existéncia do
limite da funcéo para determinado ponto do dominio. O aluno poderé apelar para a construcdo
do gréfico, o que o ajudaria na compreensdo da inexisténcia do dominio no ponto
considerado.

Ao propor, na segunda tarefa, a analise dos expoentes para determinar o “valor” do
limite da fungdo, corre-se o risco da interpretacdo se constituir apenas na aplicagdo da regra.
Se houvesse o trabalho com outros registros combinados, acreditamos que isso facilitaria a
compreensdo por parte dos alunos.

A terceira tarefa nos chamou a aten¢do porque ndo encontramos tarefas similares nos
outros livros analisados. A grande maioria dos livros apresenta as propriedades para o célculo
do limite das fungBes como uma “receita” e nem sempre alerta para o cuidado necessario ao
aplicéa-las.

A quarta tarefa é um trabalho essencialmente procedimental. Os autores demonstram
os limites classicos o que — de certa forma — justifica a utilizacdo dos mesmos. Todo o
trabalho a ser realizado consiste em transformarmos o que temos em algo semelhante aos

limites classicos porque com relacéo a esses ja sabemos, de antemao, o valor do limite.

No livro de Guidorizzi (2001)

2_
12 TAREFA - Exercicio 3.1 (4): Utilizando a ideia intuitiva de limite, calculelim,_,, %.

Para resolver esse tipo de tarefa, o aluno deverd se pautar na ideia intuitiva de limite
porque até esse momento foi apenas com isso que o autor trabalhou. Substituindo valores
convenientes em X, ele podera ver para qual valor o limite tende. Outra maneira poderia ser a
construcdo do gréafico que, conjuntamente com os célculos, faria com que o aluno percebesse
porque x = 2 ndo pertence ao dominio da funcdo e no que isso influencia/implica no célculo

do limite no entorno desse ponto (quadro 18).

Teoria Tecnologia

Limite de funcéo (de maneira intuitiva) limf(x) =1L
xX-p

Tarefa Técnica
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Calcule - determinar o valor do limite da fungdo para
valores proximos a 2, tanto maiores quanto
menores. Verificar para qual valor tende o

limite.

Quadro 18 -Os 4Ts na tarefa 01 - Guidorizzi (2001, p.59)
Fonte: autores deste artigo

22 TAREFA Exercicio 3.3 (1) - letrasb e |

Calcule e justifique: b) lim,_,(3x+1) e ) Iimx—>3%

Como anteriormente, o aluno devera trabalhar os calculos se utilizando da ideia
intuitiva de limite. A Unica diferenca € que ha a aplicacdo de propriedades operatérias do
limite — que Guidorizzi (2001) apresenta em um quadro, entre exemplos, avisando que “por
enquanto, vamos admitir tais propriedades e usa-las” (p.75). Por meio de resolugbes de
exemplos, o leitor entende qual o procedimento a ser tomado. O autor tem o cuidado de
mostrar qual propriedade se aplica e qual ndo poderia ser aplicada, justificado o motivo
(quadro 19).

N&o nos deteremos nessa tarefa por ela ser muito semelhante as que ja apresentamos
anteriormente. A maneira que o autor apresentou as mesmas é que foi diferente. Novamente,
chamamos a atencdo para o fato do autor ndo explorar os gréficos. Acreditamos que a
utilizacdo de mais um registro contribuiria para a melhor compreensdo do que estd sendo

feito.

Teoria Tecnologia

Limite de funcdo | lim f(x) =L
xX-p

(de 1 maneira | e fim, ., F(x) = Ly e lim,., g(x) = Ly,
intuitiva) 4

Entao

lim[f (x) + g(x)] = Ly + L, = lim f(x) + lim g(x)

X-p X-p xX-p

. fx) Ly
alcl—@m = E,desde que L, # 0

Tarefa Técnica

Calcule e justifique | - j& que ndo h&a nenhuma restricdo com relacdo ao dominio,
substituir o valor de x na lei da funcdo para calcular o limite da
funcao.

- verificar se a substituicdo do valor ndo funcdo geraria uma
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indeterminacao.

- manipulacédo algébrica da lei da funcdo para sair da situacéo
de indeterminagéo.

- substituicho de valor na lei da nova funcdo para a

determinacdo do limite da fung&o.

Quadro 19 -Os 4Ts na tarefa 04 - Guidorizzi (2001, p.80)
Fonte: autores deste artigo

32 TAREFA Exercicio (2)
A afirmacéo

"lim_f(x) = lim,_,- f(x) = f continua em p" é falsa ou verdadeira? Justifique.
x-p

Aqui temos um exercicio de natureza tedrica. Uma afirmagéo relacionada aos limites
laterais e sua relacdo com a continuidade da funcdo naquele ponto determinado. Com esse
tipo de tarefa ha reforgo da teoria estudada. Mais uma vez, chama-se a atencdo para o fato de
que o conceito de limite é algo local.

Para concluir que a afirmacéo é falsa o aluno devera recordar elementos importantes

da condicdo de existéncia do limite e da continuidade (quadro 20).

Teoria Tecnologia

Limites Teorema: Sejam f uma fungdo e p um nimero real, suponhamos que existam a

laterais e | e b tais que ]a, p[ e ]p, b[ estejam contidos em Dy. Entéo

continuidad | f(x) =L & f admite limites laterais adireita e a esquerda emp e
lim lim f(x) = lim f(x) =L

€ xX-p x-pt x-p~

Tarefa Técnica

Julgar e | O aluno deverd se lembrar de que o fato dos limites laterais existirem nédo

justificar significa necessariamente que a funcdo é continua no ponto considerado. O

ponto considerado pode ser o Unico que ndo pertence ao dominio da fungdo. O
limite existirda embora o ponto ndo pertenca ao dominio; o que significa que ha

uma ruptura nesse ponto implicando na ndo continuidade da fungdo no mesmo.

Quadro 20 - Os 4Ts na tarefa 03 - Guidorizzi (2001, p.85)
Fonte: Autores deste artigo

42 TAREFA Exercicio 3.4 (3)
2_
Dada a funcéo f(x) = % verifique que lim,_+ f(x) = lim,_4- f(x). Pergunta-se: f

é continua em 1? Por qué?
O autor j& havia trabalhado o fato de que toda funcdo polinomial e racional é

continua, antes de chegar nesse exercicio. Sendo assim, a atividade se concentra mais nos
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célculos para a verificacdo se o valor do dominio anularia ou ndo o denominador. Em caso
positivo, o levantamento da indeterminagdo para a efetuacéo do célculo.

A escolha dessas duas Ultimas tarefas foi feita porque Guidorizzi (2009) foi o Unico
autor por nds analisado que estabeleceu essa relacdo entre o limite e a continuidade.

F ndo é continua em x = 1, pois f ndo esté definida em 1. O ponto X = 1 ndo pertence
ao dominio da funcdo. No entanto, ap6s levantarmos a indeterminagdo, concluimos que existe

o limite da funcéo quando x tende a 1 e o valor do mesmo é -1.

Teoria Tecnologia

Limite e | Teorema: Sejam f uma fungdo e p um nimero real, suponhamos que existam a

continuidad | e b tais que ]a, p[ e ]p, b[ estejam contidos em Dy. Entéo

e - f(x) =L o f admite limites laterais a direita e aesquerda emp e
lim lim f(x) = lim f(x) = L
x-p* x->p~
Tarefa Técnica
Verifique, - para verificar se existe o limite da fungéo no ponto considerado, calcula-se o
justifique limite da funcdo nesse ponto. Como ndo h4 como substituir diretamente o

valor do ponto na lei da funcdo, € preciso fatorar a expressdo que define a
funcdo do numerador e simplifica-se com a expresséo que define a funcéo do
denominador. Trabalha-se com uma fun¢éo “equivalente” & primeira, mas sem
restricbes no dominio. Com relagdo a continuidade, ela ndo existe no ponto

considerado ja que o mesmo nem pertence ao dominio da fungéo analisada.

Quadro 21 - Os 4Ts na tarefa 04 - Guidorizzi (2001, p.85)
Fonte: autores deste artigo

Esse autor trabalha de maneiras variadas com relacdo as tarefas solicitadas (Quadro
21). Ha aquelas que sdo essencialmente procedimentais, mas hé outras tantas que envolvem
maior grau de abstracdo e que ndo fizeram parte dessa analise primeira. Apresentaremos
exemplos desse tipo de tarefa ao final do artigo.

Guidorizzi trabalha, também, com exercicios no quais se solicita a justificativa nas
respostas, o que proporciona ao aluno condicfes de trabalhar com o registro em lingua
natural. O dltimo exercicio, em particular, foi escolhido para explicitar com o autor
relacionou, na mesma tarefa, conceitos diferentes, o limite e a continuidade. Ndo encontramos

exercicios similares a esse nos outros livros analisados.
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O que ficou desse estudo dos livros didaticos

O proposito deste artigo foi o de apresentar a analise de livros de Célculo Diferencial
e Integral & luz de duas perspectivas teodricas. Enquanto Bakhtin nos d& elementos para
refletirmos sobre o texto, Chevallard ajudou-nos a pensar com mais profundidade a relagdo
entre teoria e técnica presentes no conceito de limite e nas tarefas que os autores propuseram.

Até aqui, nds realizamos uma andlise vertical em que descrevemos aspectos que
consideramos essenciais em cada livro. Ao procurarmos respostas para: a quem se dirige 0
texto? Procurdvamos identificar os elementos que evidenciariam o direcionamento do
discurso (O texto se dirige a especialistas ou ndo? A que perguntas ele responde?). Em termos
bakhtianos, ja sabiamos que o discurso matematico € monoldgico, mas € ainda assim, um
discurso. Outro conceito chave de Bakhtin que fez parte da andlise foi o de vozes que
procuramos identificar no texto por meio de referéncias a histéria da matematica.

Quando “olhamos” para os textos dos livros didaticos em uma perspectiva
bakhtiniana percebemos que o direcionamento do mesmo é — na maioria das vezes — limitado.
Se no prefacio podemos identificar o destinatario do discurso, ainda assim, essa evidéncia é
pouco sentida ao longo do texto. Em alguns momentos o autor se dirige ao professor, em
outros momentos ao aluno, por exemplo, o livro de Rogério, Silva e Badan (1992). No caso
de Avila (1999) ha a referéncia explicita de que o livro foi feito para o aluno calouro, mas
essa informacéo é para o professor. Ao longo do texto, h& poucos indicativos de um discurso
que se dirija ao aluno. Boulos (1999) é que o mais se aproxima do “leitor”. Encontramos
elementos textuais que indicam isso. Além da linguagem, em alguns momentos, ser mais
coloquial. Guidorizzi (2001) se dirige ao leitor no prefacio, mas muito pouco ao longo dos
capitulos.

E claro que podemos pensar em outras “marcas” textuais para identificar a quem o
discurso se dirige, mas de maneira geral, o texto é ainda para especialistas. H& passagens
densas de sentido, mas que sdo reduzidas em explicagdo. Uma linguagem muito “enxuta” ou
sintetizada é caracteristica de um “didlogo” entre pares. O aluno ndo participa da mesma
comunidade semiotica do professor, sendo assim — os sentidos e significados entre eles podem
ndo ser partilhados o que exigiria uma explicagdo maior de termos, sentidos e contextos.

N&o h& quase nenhuma explicacdo/diferenciacdo de termos que também se fazem
presentes no dia a dia e que recebem outra conotagdo na matematica. Supdem-se, mais uma
vez, que haverd uma coincidéncia de sentidos. Um exemplo disso € quando os autores se
utilizam do termo “ordinario” ou “intuitivamente”. Ha também frases do tipo “E facil ver

que”.
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E ha, também, momentos do estudo do conceito de limite que exigiriam maiores
explica¢des — como o estudo dos limites infinitos e limites no infinito — por serem conceitos
dificeis, mas isso ndo ocorre. A igualdade é, no nosso ponto de vista, um elemento que
dificulta e confunde a compreensdo dessas definicdes. A “leitura” se modifica, mas ndo
percebemos nos textos — em sua maioria — uma explicacdo mais detalhada sobre essa
diferenca.

Avila (2002) faz consideragBes importantes com relagéo aos livros para o ensino de
Calculo, segundo ele, até 1960 esses livros seguiam os moldes dos livros europeus e
incorporavam contetidos de disciplinas que hoje s&o ensinadas separadamente como o proprio
Calculo, a Analise, FuncbGes de uma Varidvel Complexa, Equagdes Ordinarias, Geometria
Diferencial de Curvas e Superficies — entre outros.

A partir de 1960 os livros americanos tomam o lugar dos livros europeus e, assim,
surge o costume de se ensinar o céalculo primeiro e depois — em outra disciplina — a andlise.
Avila (2002) destaca que apesar dessas mudangas, persistiu a insisténcia na apresentacio
rigorosa do Calculo desde o primeiro ano por influéncia de professores europeus no Rio de
Janeiro e em Séo Paulo.

Com relacdo as vozes, a referéncia que é feita explicitamente a um matemaético
especifico ou a um periodo especifico da historia € infima. Os livros passam a ideia de uma
ciéncia atemporal, desumanizada, descontextualizada. Um contetido pronto e que foi, desde o
inicio, como é apresentado hoje.

Ao pensarmos sobre os 4T presentes na teoria de Chevallard, percebemos que ha
momentos em que 0s procedimentos se sobressaem como se eles fossem a razdo Gltima do
estudo. A técnica é priorizada em detrimento de uma abordagem mais conceitual. A
tecnologia é também explicita, mas ndo ajuda — pelo menos na forma em que é apresentada —
no entendimento da teoria. Um exemplo disso sdo as propriedades operatérias do limite.
Muitas vezes, ha a utilizacdo das mesmas de maneira quase indiscriminada.

Técnica e tarefa acabam, no nosso ponto de vista, sendo os elementos principais dos
textos. Ha livros que trazem uma quantidade expressiva de exercicios que podem, talvez,
fazer com que o aluno compreenda os conceitos sem confundir o representante com o
representado.

Com relacéo as tarefas propostas, nés podemos afirmar que hd pouca exploracdo de
mudangas de registros em uma mesma tarefa. E como se cada tarefa s pudesse lidar com um
Unico registro. Ao se negar isso ao aluno, cabe a ele realizar — por si s6 — essa passagem de

um registro a outro — o que ndo é tarefa simples. Na perspectiva de Vygotsky, formar conceito
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significa — também — estabelecer relacbes. Uma tarefa bem formulada deve exigir que o aluno
pense sobre essas conexdes.

Alguns exercicios poderiam ser mais bem compreendidos se fossem trabalhados em
diferentes registros, mas isso ndo acontece. Encontramos, também, poucas tarefas onde se
solicitou o registro em lingua materna. Tem-se a impressdo de que na matematica ndo ha
texto, ainda que todo 0 nosso pensamento (considerando a teoria de Vygotsky) seja
estruturado e construido nesse exercicio de decodificagdo de signos, ndo se da a devida
importancia a isso.

Outro aspecto que chama a atengéo séo os que envolvem procedimentos que ndo séo
explicados de maneira detalhada. E o caso, por exemplo, do trabalho com as indeterminacdes.
Dos quatro autores analisados, acreditamos que somente Boulos (1999) conseguiu apresentar
0s procedimentos com justificativas que davam sentido ao que estava sendo feito. A “troca”
de funcdes que é realizada para resolver o problema da indeterminacdo ndo é, na nossa
compreensdo, algo simples de ser percebido. Em nenhum momento do trabalho com as
indeterminacdes pudemos encontrar graficos que mostrassem a compatibilidade quase total
dos dominios das mesmas.

Dentro de tudo que foi colocado neste artigo, queriamos identificar os pontos de
vistas dos autores com relagdo ao conceito de limite. E o que podemos concluir? H& muitos
elementos convergentes, principalmente no que tange a ordem de apresentacdo dos contelidos
que integram o estudo desse conceito. De uma maneira geral, o limite é apresentado por
intermédio de varios objetos ndo ostensivos — como a derivada e a continuidade. Em um
primeiro momento ele surge como um conceito auxiliar para a compreensédo desses outros
conceitos.

Somente depois do estudo da derivada é que é apresentado o conceito de limite de
uma maneira mais independente. Avila (1999) e Guidorizzi (2001) foram os autores que
trabalharam o conceito de limite vinculado ao conceito de continuidade. Acreditamos que
essas relacdes poderiam ser mais bem exploradas. O estudo separado dos conceitos gera um
aprofundamento das técnicas a ele vinculadas, mas prejudica a visao do todo.

Avila (1999) nos d4, primeiramente, a compreensdo do limite como auxiliar do
conceito de derivada. Boulos (1999) deixa explicito que a ordem do estudo — primeiramente a
derivada e depois o limite — teve propdsitos didaticos (ele € o Unico autor que justifica a
ordem adotada). No estudo do limite, esse autor o trata de maneira independente. Rogério,
Silva e Badan (1992) motivam a compreensdo do limite intuitivo através de exemplos
concretos e relacionados a derivada — em um primeiro momento. Depois trabalham através de

definicBes e teoremas as condicBes para a existéncia do limite de uma fungdo através dos
Perspectivas da Educacdo Matematica — UFMS — v. 7, nimero tematico — 2014



569

limites laterais. E interessante ressaltar que alguns autores apresentam definicdes e teoremas
e outros ndo.

Em termos de formalismo, Guidorizzi (2001) é o representante primeiro. Todo o seu
trabalho é feito com a utilizagéo de épsilons e deltas. Dos quatro autores analisados, ele é o
Unico que trabalha nessa perspectiva. A definicdo formal ndo é nem mencionada nos outros
livros textos analisados.

Para finalizar as analises de tarefas especificas, ressaltamos dois exercicios propostos
por Guidorizzi (2001) que sdo, no nosso ponto de vista, dificeis para serem resolvidos pelos
alunos.

Exercicio 3.2 - nimero 1 - letra (a) — p.68

Prove, pela defini¢do, que a funcéo dada é continua no ponto dado:

a) f(x) =4x-3emp=2

Sendo a fungéo continua no ponto considerado, basta que fagamos a substituicdo na

definicdo da continuidade e determinemos o valor de 6.

Ve > 0,36 > O tal que, para todo x € Dy

f(x)é continuaemp & O<lx—pl<d=|f(x)— Ll <e¢
Ou seja,

lim 4 3_5@VE>0,EI6>Otalque,paratodeeDf
X2 X u O<|x—2|<6:>|(4x_3)_5|<6

Para determinar 6 em fungédo de ¢, resolvemos o segundo termo da expressao:

|(4x — 3) — 5] < &, 0 que pode ser escrito na |[4x — 3 — 5| < £ ou ainda |[4x — 8] <
e. O tratamento dessa desigualdade permite escreve |[4(x — 2)| <&, ou seja, 4|lx — 2| < e.
Logo, 46 =¢c ¢ 6=i.

Exercicio 3.3 — numero 6 (p.81)

Prove que existe d > 0 tal que

1—6<x<1+8:>2—§<x2+x<2+§

Para resolver tarefas como essa, o0 aluno devera ter dominio da definicdo formal de
limite, bem como conseguir enxergar processos que estdo implicitamente colocados na
expressdo. O elemento essencial para a resolugdo dessa tarefa é fazer um rearranjo algébrico
baseado na defini¢do formal.

A primeira parte da expressdo 1 — 6 < x <1 + §, podera ser reescrita:

0 <|x — 1]< &, pois se retirarmos o modulo da expressdo chegaremos — exatamente —

na expresséo inicial.
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Analisando a segunda expressdo, teremos que comparar essa expressdéo com a
definicdo formal de limite, identificar/determinar o L e 0 € na expressdo e determinar qual o
valor de 6 (em fun¢&o de €) que satisfaga a expressdo, ja que esta se considerando que o limite

existe.

~ 1 1 ~ .
Observando a expresséo 2 - 3 < x2+x<2+ o podemos reescrevé-la assim
1 2 1 . 1 2 1
3<% +x—2<+§,oua|nda—§<(x +x)—2<+§

Comparando a expressdo com a defini¢do formal, teremos: f(x) = (x? + x),L=2¢¢

1 . .
=3 De posse de todos esses elementos, podemos escrever: lim,_,; x? + x = 2, ou ainda:

. Ve > 0,36 > 0 tal que, paratodo x € D
limx?+x=2¢& s

x—>1 O<|x—-1]l<6=|f(x)— Ll <e
. Ve > 0,36 > 0 tal que, para todo x € Dy
limx?2+x=2¢& >
x—1 O<|x—-1l<é6=|(x*+x)— 2|<e¢
F doe ==
azenao & 3
1
|(x*+x) - 2| <3
3
Precisamos provar que dado ¢ > 0, existe 8 > 0 tal que [x — 1| <& = |f(x) —

fl<e
Desenvolvendo a segunda parte da desigualdade: |f(x) — f(D)|<ee
[(x2+x)— 2| <¢
Como procuramos um delta em fungdo de épsilon, precisamos trabalhar para
chegarmos nisso, para tanto, vamos reescrever a segunda parte da desigualdade.
lfG)— fDl<eex*+x-2|<e
lfG) - fDI<ee |x-DEx+ 2l<e
lfG) - fDI<eelx-DIEx+2)<e
Como 6> 0:

O delta que procuravamos, em funcéo de épsilon é § = el

Esse tipo de tarefa demanda, no nosso ponto de vista, certa maturidade matematica
com relacdo a procedimentos algébricos, além do dominio do conteddo formal. HA um
excesso de simbolismo que faz com que o sentido do que estd se fazendo ndo seja tdo
rapidamente percebido. Sem a utilizacdo de outros registros de representacéo néo é tarefa facil
nem resolver, nem compreender esse tipo de exercicio. Acreditamos que esse tipo de tarefa
possa ser trabalhado posteriormente. Mas, se for feita a opcdo para que eles sejam

incorporados ao estudo do limite da funcéo e da continuidade para alunos do primeiro ano da
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universidade — que essas tarefas sejam feitas passo a passo e bem discutidas. Voltaremos a

refletir sobre a definicdo formal de limite em futuros artigos.
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