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Resumo

Neste artigo apresenta-se as contribui¢des e dificuldades dos professores em planejar e desenvolver
uma trajetoria hipotética de aprendizagem (THA) sobre nogdes iniciais de probabilidade para alunos do
Ensino Médio. A justificativa da investiga¢do vai ao encontro do que afirma Simon (1995) que existem
muitas pesquisas na area de aprendizagem com abordagem construtivista, porém muito pouco dos seus
resultados estdo incorporados nas elaboragdes de aulas dos professores. Foi elaborada uma sequéncia de
ensino de probabilidade e apresentada para trés professores, inicialmente fazerem sugestdes e, depois
desenvolverem com os alunos, na expectativa de avaliar a THA e ao mesmo tempo elaborar novas
hipoteses sobre o processo de ensino e aprendizagem de probabilidades em um trabalho conjunto entre
o pesquisador e os professores envolvidos. A pesquisa mostra que os professores que participaram do
estudo tém conhecimento da abordagem laplaciana na introdugao do conceito de probabilidade, no entanto
falta embasamento teodrico sobre a possibilidade de apreensdo da nogdo de probabilidade utilizando-se da
confrontagdo dos enfoques frequentista e laplaciano. Este fato limitou as suas contribui¢des na elaboracao
e desenvolvimento da THA, conduzindo os professores a uma atitude mais contemplativa do que critica
em relagdo as atividades apresentadas.
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Abstract

This article shows some contribuctions and some difficulties for some teachers for planning and develop
the hypothetical trajectory of learning (HTL) about some initial notions of probability to some students in
high school. The justification in this investigation brings us like Simon (1995) has said before, there are
some researches in learning about constructive approach, however a few of its results are incorporated
in some teachers planning classes. it was elaborated a sequence of learning of probability and showed
for three professors , initially for sharing suggestions and , afterward develop with students, hoping to
assess the (HTL) and at the same time elaborate new hypotheses about the process of learning and the
probabilities of working in groups . The research shows that professors who work on this study have the
knowledge of laplaciana introducing the definition of probability, however it’s missing the theoretical
base about the probabiliy using the confrontation approaching costumers and laplaciano. This fact was
limited to its contributions in elaborating the development of THA, leading professors to an attitude more
contemplative than critical of activities shown .

Keywords: Probability. Curriculo of Mathematics in High School. Mathematics Education. The Hypothetical
Trajectory of Learning.
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Introducao

Neste artigo iremos apresentar uma investigacdo sobre o ensino ¢ aprendizagem das
nogdes iniciais de probabilidade, pois este tema tem apresentado um grande nimero de
questionamentos e resolugdes equivocadas por parte de alunos.

Utilizamos como fundamentacao teorica a pesquisa de Simon (1995) que coletou dados a
partir de uma sala de aula composta por 25 alunos em que observou um professor de Matematica
desenvolvendo atividades concernentes a construcdo do conceito de area. Concentrou esforcos
para formular uma “Pedagogia da Matematica” a partir de alguns tedricos.

A andlise do episodio de ensino vivenciado por Simon (1995) colaborou para o
desenvolvimento do Ciclo de Ensino de Matematica (Figura 1), como modelo esquematico de
inter-relacdes ciclicas dos aspectos do conhecimento do professor, reflexdo ¢ tomada de decisdo.
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Figura 1. Ciclo de ensino de matematica abreviado (SIMON, 1995, p. 136).

De acordo com Simon (1995, p. 136), uma trajetoria hipotética de aprendizagem
(THA) consiste de: “objetivos para a aprendizagem dos alunos, tarefas matematicas
que serdo utilizadas para promover a aprendizagem dos alunos ¢ nas hipoteses sobre
o processo de aprendizagem dos alunos”. Simon & Tzur (2004, p. 93) elucidam as
principais caracteristicas da no¢do de THA inseridas no ciclo de ensino de matematica
da seguinte forma:
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[...] enquanto o objetivo do professor para a aprendizagem dos alunos aponta uma dire¢éo
para as outras componentes, a selegdo de tarefas de aprendizagem e as hipdteses sobre o
processo de aprendizagem dos alunos sdo interdependentes. As tarefas sdo selecionadas com
hipéteses acerca do processo de aprendizagem; as hipoteses sobre o processo de aprendizagem
se baseiam nas tarefas propostas. Este construto se fundamenta nos seguintes pressupostos:

* A construcdo de uma THA se baseia na compreensdo do conhecimento atual dos alunos
aos quais sera oferecido um dado ensino.

¢« Uma THA ¢ um veiculo para planejar a aprendizagem de um determinado conceito
matematico.

*  As tarefas matematicas proporcionam as ferramentas para promover a aprendizagem de
um determinado conceito matematico e, portanto, sdo um elemento chave do processo
de ensino.

«  Dada a natureza hipotética ¢ inerentemente incerta deste processo, o professor ver-se-a
obrigado a modificar sistematicamente cada aspecto da THA.

Como pressupostos tedricos para elaboragdo das atividades nos baseamos em pesquisas
de Coutinho (1996, 2001, 2002), Godino, Batanero & Caiiizares (1996) e Silva (2002), pois
se preocuparam com sequéncias de ensino de probabilidade que confrontassem o enfoque
frequentista com o classico em uma perspectiva construtivista.

A probabilidade combinatoria ¢ a mais conhecida e estudada na Educacdo Basica. O
enfoque classico ou combinatorio ¢ aquele em que a probabilidade ¢ expressa como a razdo
entre o nimero de sucessos que realizam o evento que se quer estudar e o numero total de
resultados possiveis do experimento aleatorio (LOPES & COUTINHO, 2009).

De acordo com Ara (2006) a probabilidade de ocorréncia de um evento 4 pode ser
definida como o limite da freqliéncia relativa do evento 4, quando o nimero de repetigdes do
experimento, sob as mesmas condigdes, tende ao infinito. Na pratica, podemos aproximar
o valor da probabilidade de ocorréncia de um evento A realizando um grande nimero de
ensaios idénticos ¢ independentes.

Coutinho (1996) claborou uma sequéncia de ensino para a aquisi¢do dos primeiros
conceitos de probabilidade utilizando-se da visdo frequentista.

Um dos resultados deste estudo, realizado com alunos do Ensino Médio francés e alunos do
primeiro ano do Ensino Superior brasileiro, foi a identificagdo do obstaculo da equiprobabilidade,
que ¢ aquele em que na auséncia de informagdes se atribui a mesma probabilidade aos eventos
elementares. Além da identificacdo deste tipo de obstaculo, foi constatado também que a
resisténcia ao ensino formal de probabilidade aumenta proporcionalmente & idade dos alunos.
As escolhas didaticas do professor podem influenciar na diminui¢do da resisténcia ao ensino,
caso se adote um enfoque frequentista para a introducao ao conceito de probabilidade e quando
¢ feita por meio de problemas que envolvam situa¢des de ndo equiprobalidade.

A autora salienta que determinadas concepgdes errdneas continuam existindo mesmo
depois do suposto aprendizado das nogdes basicas de probabilidade. Fato que ratifica
a importancia do seu estudo desde as séries iniciais. Coutinho (2001, 2002) mostra a
necessidade de confrontar os 2 enfoques para a construgdo do conceito.
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O trabalho de Silva (2002) propde uma integracdo das concepgdes frequentista ¢
classica de probabilidade com o intuito de tornar a aprendizagem significativa e abrangente
no que tange aos seus conceitos iniciais.

Silva (2002) enumera suas hipdteses de pesquisa da seguinte forma:

a. Para que haja uma apreensdo abrangente dos conceitos de probabilidade ¢
necessario que sejam trabalhados os seguintes itens: experimentos aleatorios,
experimentos deterministicos, nogao de acaso, espagos amostrais equiprovaveis e
ndo-equiprovaveis e tipos de evento.

b. Tendo como base o estudo histdrico e epistemologico, o conceito de probabilidade
foi se consolidando principalmente sobre duas Oticas: a frequentista e a classica.
Caso se privilegie uma em detrimento da outra, estariamos oferecendo ao aluno
uma visdo limitada do conceito de probabilidade.

c. Os PCN recomendam que o aluno entenda a sociedade como algo em constante
reconstrugdo, inserida num processo continuo e, portanto, o estudo da historia
torna-se¢ um instrumento importante para o seu entendimento. Desse modo, a
inserc¢ao do contexto historico em que se desenvolveu a teoria das probabilidades
auxilia numa apreensao mais significativa de seus conceitos.

d. Os itens citados anteriormente s6 serdo contemplados tendo como ponto de
partida uma situagdo-problema que desencadeiec uma série de questionamentos,
culminando em ultima instancia com a sua institucionalizagao.

Segundo o autor, uma sequéncia de ensino deve conter os seguintes aspectos: introducdo
da situacdo-problema, leitura da atividade proposta, debate entre professor e alunos para
incentiva-los aresponderem as questdes propostas, “corre¢ao” da atividade, institucionalizagdo
do conceito, realizagdo de uma “atividade complementar” para uma revisdo, memorizagao ¢
aprofundamento da idéia em estudo e, finalmente, correcao dessa ultima atividade.

Partindo dos resultados das pesquisas de Coutinho (1996, 2001, 2002) e Silva (2002)
acrescentamos a utilizagdo de jogos entre os alunos para que tivessem o primeiro contato
com a probabilidade por uma maneira Iudica e assim instiga-los a investigar propriedades
matematicas envolvidas nas jogadas.

Metodologia e procedimentos metodologicos

A metodologia de pesquisa do tipo qualitativa descrita por Bogdan ¢ Biklen (1994)
contempla alguns aspectos que podem compo-la ¢ que, consideramos que estdo proximos
da investigacao realizada, sdo eles:

* O ambiente natural é aquele em que serdo retirados os dados pelo pesquisador. No
caso da investigacdo que realizamos, foi na escola que os professores atuam que
coletamos os dados.

* As aulas foram acompanhadas pelo pesquisador para elaboragdo de relatorios,
sendo que o foco principal foi a andlise do desenvolvimento da THA em sala de aula
caracterizando assim a nossa preocupagao com o processo € ndo com o produto.
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Nessa investigagdo as propostas didaticas foram submetidas a analise dos professores
antes e apos seu desenvolvimento em sala de aula com o objetivo de incitarem reflexdes
que possam resultar em sugestdes de mudanca tanto na primeira versdo da THA como em
sua pratica de ensino.

Os professores responderam a um questionario, com o proposito de tragar-se um perfil
em seus aspectos académico e profissional, quais as metodologias empregadas em suas aulas
e também as nog¢des concebidas sobre o processo de ensino e aprendizagem. Posteriormente,
para esclarecimentos sobre as respostas contidas nos questionarios realizamos entrevistas
semi-estruturadas (Bogdan & Biklen, 1994). Apos o desenvolvimento das atividades também
foram arguidos sobre procedimentos e atitudes realizados no desenvolvimento das aulas.

A pesquisa foi realizada com trés professores da rede publica estadual (SP), em uma
escola de ensino médio no periodo da manha, contando com um total de 96 alunos, que
desenvolveram as THA acompanhadas pelo pesquisador. Foram elaborados relatorios das
oito aulas (de cinqilienta minutos cada) baseados em observacdes efetuadas durante as
aulas, denominada por Bogdan & Biklen (1994) como “observagdo participante”, pois o
investigador inseriu-se no universo das pessoas (professores ¢ alunos) a fim de conhecé-las
e documentando por escrito suas constatagdes.

Definicoes para a analise de dados

Iniciar a analise de dados ¢ comegar o processo de busca ¢ organizacdo sistematica
dos dados coletados por meio das entrevistas semi-estruturadas, observagdes em sala de
aula ¢ analise de documentos (Bogdan ¢ Biklen, 1994). O objetivo desta etapa da pesquisa
¢ compreender o material que temos coletado, frente ao quadro tedrico para melhor
compreensao do problema de pesquisa e responder as questdes de investigacao.

Essa andlise pode acontecer em diferentes momentos do estudo, isto ¢,
concomitantemente com a coleta de dados, ou apds a mesma (Bogdan ¢ Biklen, 1994). No
estudo que realizamos, os dados foram na sua maioria coletados antes da analise.

Partindo do objetivo de estudo ¢ do quadro tedrico de referéncia elegemos como
unidade de andlise: o professor no processo de (re) elaboracdo da trajetoria hipotética
de aprendizagem ¢ o desenvolvimento da THA em sala de aula. Em relagdo a unidade
de analise, definimos as seguintes categorias, que foram observadas em dois momentos
distintos, conforme tabela a seguir:

Re (elaboragio) da THA

Desenvolvimento em sala de aula

Conhecimentos e dificuldades dos professores
em relag@o ao contetido matematico proposto

Abordagem da
THA com os alunos

Conhecimentos e dificuldades dos professores
em relacdo a metodologia recomendada para a
abordagem dos conceitos propostos

A interagdo entre professor-aluno-
conhecimento

Sugestdes dos professores na ampliacdo e
modificagdo da THA

Sequéncia de desenvolvimento escolhida pelo
professor
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Sintese da analise dos dados
No momento da (re) elaboracao da THA:

Conhecimentos e dificuldades dos professores em relacao ao
contelido matematico proposto

Os professores tinham dominio sobre a introdugdo das idéias iniciais de probabilidade
utilizando-se da abordagem laplaciana, mas ndo haviam ainda concebido uma tentativa de
mudanga de pratica em sala de aula que combinasse o enfoque frequentista com o enfoque
classico na construgdo das nogdes elementares de probabilidade. O desconhecimento por parte
dos professores da “lei dos grandes numeros” foi o principal fato que gerou as dificuldades
iniciais no entendimento das atividades propostas na THA para desenvolvimento com os alunos.

Conhecimento e dificuldades dos professores em relacao a
metodologia recomendada para a abordagem dos conceitos
propostos.

Os professores tinham conhecimento da resolucao de problemas como uma opgao
de metodologia para construgcdo de conceitos, no entanto, revelaram que ndo haviam
elaborado ainda uma sequéncia de ensino que proporcionasse um ambiente de exploracao
e investigagdo para aprendizagem de probabilidade.

Sugestoes dos professores na ampliacao e modificacao da THA

Nao houve sugestdes de ampliacdes e/ou modificagdes na primeira versio THA
apresentada aos professores. Eles alegaram que por ser uma experiéncia nova, gostariam
de opinar apds o término de seu desenvolvimento com os alunos.

Sendo assim, apds a conclusdo das atividades desenvolvidas com os alunos ¢
o esclarecimento que para a frequéncia relativa ser considerada uma estimativa de
probabilidade deve-se ter um grande niimero de experimentos. Foi proposto pelo professor
P1, um aumento na quantidade de partidas referente a aula 1 — jogo da diferenga (parte 1)
— passaria de uma partida de 20 jogadas realizadas por cada dupla para a realizacdo de 10
partidas de 20 jogadas por dupla de alunos, aumentando de 340 para 3400 jogadas na sala
de aula, pois a classe contou com 34 alunos. Isto permitiria confrontar os valores calculados
pela probabilidade laplaciana e os obtidos pela probabilidade frequentista.

No momento do desenvolvimento em sala de aula:

Abordagem da THA com os alunos

Os professores expuseram que seriam necessarias, aproximadamente, duas semanas (0ito
aulas) para que fosse apresentado um novo tema em matematica, de uma forma diferente das
que eles estavam acostumados, inicialmente, ndo foi mencionado aos alunos que se tratava de
nogdes elementares de probabilidade. As aulas iriam se configurar da seguinte forma:
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* Em seis primeiras aulas seriam solicitadas atividades utilizando-se de duplas
* Na sétima aula uma atividade individual

* Naprimeiraparte da oitava aulauma atividade individual que seria complementada,
em seguida, pela mesma dupla utilizada anteriormente.

Todo o material necessario ao desenvolvimento das aulas também seria fornecido:
copias do texto, dados, moedas, trena, crondmetro, régua e papel milimetrado.

Os professores ressaltaram que somente apos a leitura cuidadosa por parte dos alunos
das instrug¢des contidas em cada xérox que seriam feitos eventuais esclarecimentos.

Ainteracao entre professor-aluno-conhecimento

Constatamos que os professores no afad de atingir suas metas iniciais de aprendizagem das
nogdes iniciais de probabilidade pularam algumas etapas no processo de entendimento dos alunos.
Ainda notamos a énfase do professor ao se referir aos alunos quando se expressa dizendo que
algum resultado esta certo ou errado, sem se preocupar com o processo utilizado para sua obtengao.

Uma situagdo que exemplifica este fato ocorreu na aula 2, quando ¢ solicitado ao aluno
que enumerasse ¢ posteriormente contasse os elementos do espago amostral referente ao
langamento de dois dados. Uma dupla apresentou como resposta 34, ndo atentando ao fato
que deveria considerar os dois pares ja apresentados no inicio como modelo. O professor
ndo analisou a causa do engano, simplesmente disse que estava errado.

Sequéncia de desenvolvimento escolhida pelo professor

Os professores seguiram a sequéncia pré-estabelecida na primeira versao apresentada
a eles sem alteragdes, por se julgar sem embasamento tedrico ¢ sem conhecimento pratico
sobre essa abordagem que lhes permitissem opinar com mais propriedade.

Consideracoes finais

A elaboragdo da primeira versdo da THA foi constituida de modo a compatibilizar
perspectivas construtivistas de aprendizagem com um planejamento de ensino. Os trabalhos
que mais se aproximaram do nosso objetivo foram os de Coutinho (1996, 2001, 2002), Lopes &
Coutinho (2009), e Silva (2002), pois se preocuparam com sequéncias de ensino de probabilidade
que confrontassem o enfoque frequentista com o classico em uma perspectiva construtivista.

De acordo com os autores, devem-se propor situagdes em que os estudantes
realizem atividades, as quais considerem seus contextos, € possam observar ¢ construir os
eventos possiveis, por meio de experimentacdo concreta e concluem que para haver uma
aprendizagem significativa é imprescindivel considerar situacdes familiares a eles, que
sejam contextualizadas, investigadas ¢ analisadas. Portanto, foram planejadas atividades
que partissem de situagdes concretas (como por exemplo: jogos de azar) para que os alunos
observassem, registrassem e analisassem experimentos aleatorios, tendo em vista que
muitos ja brincavam com dados e moedas desde a infancia.
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Outro aspecto importante na elaboragdo das nossas atividades foi a preocupagao em
ndo limitar o contexto as situagdes equiprovaveis, pois pode conduzir a certas concepgdes
erroneas tais como: “se existem dois resultados possiveis, entdo a ocorréncia de cada um
deles ¢ 1/2” (COUTINHO, 2001).

O estudo da combinatoria, de acordo com os autores pesquisados, ndo ¢ um pré-
requisito para uma primeira familiarizagdo com as idéias probabilisticas, podendo
acrescentar dificuldades a aprendizagem da probabilidade. Sendo assim, evitamos situagdes
que envolvessem calculos complexos em analise combinatoria.

Esses autores deixaram claro a preocupacao com que os alunos da Educacao Baésica
vivenciassem os processos de experimentacdo cientifica, permitindo-lhes desenvolver as
bases do raciocinio probabilistico: a apreensdo do acaso, a idéia de experiéncia aleatoria
e o conceito de probabilidade. A THA elaborada propds atividades que permitiram
distinguir um experimento deterministico de um experimento aleatdrio e também, por meio
da freqliéncia relativa acumulada de experimentos aleatorios estimar a probabilidade de
alguns eventos e compara-la com seu calculo a priori.

Tinhamos como meta também apresentar aos professores a primeira versdo da
THA e por meio de discussdes fazé-los sentir como co-autores na sua re-claboracdo e
desenvolvimento. Neste caso, as pesquisas que fundamentaram nosso trabalho foram as de
Simon (1995), Simon & Tzur (2004); Gomez & Lupiafiez (2007) e Pires (2009).

Os professores, considerados no estudo, tinham familiaridade com o desenvolvimento
de jogos e experimentos nas aulas de matematica, somente quando fossem realizados de
maneira ficticia, simulando uma situagao real. Segundo eles, nunca haviam propostos jogos
e experimentos de maneira concreta, ou seja, os alunos participando de disputas com dados
¢ moedas reais. Os professores mencionaram que ao desenvolverem o conteudo sobre
probabilidade, utilizavam dados e moedas apenas como exemplo de geradores de acaso.

Nos questionarios preenchidos pelos professores, citaram que a maior parte das aulas
ao abordarem este tema, eram conduzidos a partir das propostas dos livros didaticos o que
nio salienta a diferenciagdo entre experimento deterministico ¢ experimento aleatorio € ndo
realizam uma confrontacdo do enfoque combinatdrio com o frequentista.

Houve alguns comentarios que deixaram claro que o ensino de probabilidade ¢
considerado de extrema complexidade, contribuindo e muito para que eles prescindissem
desse conteudo em seu planejamento de ensino, ou que o colocassem como o ultimo topico
no seu planejamento anual que sé seria desenvolvido caso houvesse tempo.

Ao serem questionados a respeito de suas sequéncias de ensino sobre probabilidade,
um dos professores citou que iniciava o assunto pela definicdo classica (n° de casos
favoraveis / n® de casos possiveis); relembrava alguns topicos de analise combinatoria e
utilizava os resultados possiveis das faces de um dado apds seu langamento, sem realizar o
experimento concretamente, apenas em nivel mental, para enumerar um espaco amostral.

Ao iniciarem a THA a partir das atividades com jogos, os professores se depararam
com uma nova abordagem sobre o processo de aprendizagem. A participagdo dos alunos na
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constru¢do dos conhecimentos matematicos impds um novo ritmo as aulas. Percebemos que
em algumas situagdes o professor acabou intervindo diretivamente, atropelando o processo
de construc¢ao do conhecimento por parte do aluno. Apos a intervengao do professor houve
uma homogeneizag¢do, por parte dos alunos, na execu¢do das atividades que impossibilitou
uma percepgao efetiva sobre o que realmente foi apropriado por cles sobre o topico em
estudo naquele momento.

O motivo principal alegado pelos professores para ndo proporem alteracdes na
primeira versdo apresentada a eles, foi que se sentiam inseguros ao elaborarem atividades
com a finalidade de construir as primeiras no¢des de probabilidade com abordagem
frequentista, pelo fato de desconhecerem as pesquisas que se utilizam dessa visdo e também
por ignorarem a “Lei dos Grandes Numeros”, que € o suporte tedrico para esta abordagem.

Outra constatacdo foi que os professores nao trabalhavam com espagos amostrais ndo
equiprovaveis, privando assim os alunos de um contraponto importante na compreensao
de espacos amostrais que estdo presentes no cotidiano. Portanto, as contribuigdes dos
professores, apos o desenvolvimento da THA em sala de aula se limitaram a adequacdo das
atividades ao tempo de aula ¢ a quantidade de vezes que deveriamos langar os dados ¢ as
moedas nos jogos propostos.

Nosso intuito foi de que os professores utilizassem a THA sobre probabilidade
adequando-a a um contexto com alunos em uma situagdo concreta de sala de aula. Portanto,
a sequéncia de atividades da THA poderia servir como um exemplo ou um marco de
referéncia e ndo como apenas uma mera sequéncia de ensino.
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