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Resumo. Formulamos sob condicoes gerais o problema de maximizar a altitude alcan-
gada por um foguete que se move na dire¢ao vertical propelido por combustao, incluindo
a deducao da equacao de movimento. Discutimos a natureza do problema e indicamos
uma técnica promissora para sua resolugao, mas resolvemos somente o caso especial-
mente simples no qual a taxa de combustao é mantida constante e sao desprezadas
a forca de resisténcia do ar e a variagao da aceleragdo gravitacional. Nesse caso, o
problema pode ser resolvido com técnicas basicas do Calculo Diferencial e Integral e
a solugao obtida pode ser verificada com facilidade, para o que recorremos a analise
dimensional e uma anélise qualitativa. Ilustramos o resultado e sua verificagdo com
graficos pertinentes. O artigo constitui um trabalho realizado com alunos de graduacao
cursistas das disciplinas introdutérias do Calculo, possuindo o apelo didatico de tratar
de uma situacao realistica que combina modelagem matematica, fisica e otimizagao.

Palavras-chave. Controle, Otimizagao, Calculo.

Abstract. We discuss the nature of the problem and indicate a promising technique
for its resolution, but only an especially simple case is solved, in which the combustion
rate is kept constant, ignoring air resistance and the variation of the gravitational
acceleration. In this case, the problem can be solved with the basic techniques of
differential and integral calculus and the obtained solution can be checked easily, for
what we use dimensional analysis as well as a qualitative analysis. We illustrate the
results and their verification with relevant graphics. The article is a work made with
undergraduate students having introductory classes in Calculus, and has the pedagogical
appeal to deal with a realistic situation that mixes mathematical modeling, physical and
optimization.

1. Introducao

Nosso objetivo neste artigo é apresentar uma formulacao matemética geral e resolver
explicitamente um caso particularmente simples do seguinte
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Problema: Um foguete propelido por combustdo deve ser lancado numa
trajetoria retilinea vertical; determinar a taza de combustdo que mazximiza
a altitude atingida no instante em que o combustivel acaba.

Este ¢ um problema de modelagem mateméatica que envolve conceitos de Fisica e da
Teoria do Controle. Matematicamente, pode ser enquadrado como um problema de con-
trole otimo e acreditamos que pode ser resolvido pela aplicagao do Principio do Mdzximo
de Pontryegin, um teorema sofisticado que estabelece condigoes necesséirias para que
uma estratégia de controle maximize um funcional (indice de performance) [1, 2, 3, 4].
Entretanto, o problema geral é demasiadamente complicado e mesmo algumas adapta-
¢oes implicam dificuldades técnicas, e.g., controle do tipo singular. Tais complicacoes
nos levam a abordar analiticamente casos simplificados antes de tratar o caso geral ou
de tentar alternativas numéricas. Por essa razdo, apresentamos aqui uma formulagao
geral do problema, mas resolvemos apenas um caso especialmente simples, tendo em
vista seu apelo didatico: o caso em que a taxa de combustao é mantida constante e
a forga de resisténcia do ar e a variacdo da aceleracdo gravitacional sdo despreziveis.
Nessa situac@o especifica, a equacdo de movimento pode ser resolvida analiticamente
e a altitude alcancada pelo foguete pode ser escrita como funcdo explicita da taxa de
combustao, de modo que a taxa étima pode ser obtida como ponto critico da fungao
altitude.

Didaticamente, é interessante notar que o problema ilustra uma caracteristica tipica
dos modelos mateméticos: embora ele possua formulacido geral em termos de concei-
tos béasicos, somente com a imposicdo de hipoteses simplificadoras é possivel resolvé-lo
analiticamente. Portanto, o problema nao apenas ilustra a utilidade dos conceitos e téc-
nicas do Cdlculo Diferencial e Integral numa situacao realistica e bastante interessante,
como também mostra algumas de suas limitagoes e nos permite apontar para teorias
mais avancadas e poderosas. A consciéncia desses fatos € um elemento importante para
a maturidade matematica de qualquer estudante de ciéncias exatas.

A estrutura do artigo é simples. Na Secdo 2., modelamos matematicamente o mo-
vimento do foguete e formulamos o problema enunciado em termos gerais, deduzindo
previamente a equacao de movimento. Na Secdo 3. especializamos o modelo e re-
solvemos o problema. Na Se¢do 4. discutimos os resultados e apresentamos algumas
propostas para novos trabalhos.

2. Modelagem Matematica

Nesta se¢ao, modelamos matematicamente o Problema enunciado na Introducdo
usando conceitos bésicos do Célculo e os principios da Mecénica Newtoniana. Primeiro,
definimos os parametros relevantes e fixamos a notagao; depois deduzimos a equagao
de movimento do foguete e obtemos sua evolugao; finalmente, formulamos o problema
tecnicamente.

Consideramos o caso em que o foguete se move exclusivamente na direcdo vertical e
atribuimos o sinal positivo ao sentido “para cima”. Os pardmetros e fungées relevantes
do problema sao os seguintes:

e ¢ > 0: tempo de voo do foguete, sendo t = 0 o instante de lancamento do foguete);
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e y(t) : altitude do foguete no instante t;

e yo =y (0) =0 é a altitude inicial;

e v(t) =y (t): velocidade do foguete no instante ¢;

e vy = v (0) =0 é velocidade inicial;

e m (t) : massa do combustivel do foguete no instante ¢

e mg=m(0) > 0 : massa inicial do combustivel;

e My : massa util do foguete (i.e., sem contar o combustivel);
e My = M; + mg : a massa inicial do foguete com combustivel;

e M (t) = My +m(t) : massa do foguete com combustivel armazenado no instante
t.

)

e u(t) = M; —m(t) : massa de combustivel queimado desde o lancamento até o
instante t;

e u : velocidade (constante) dos gases propelidos pelo foguete;
e g =g (y) : intensidade da aceleragao gravitacional na altitude y;

e © = (v) > 0: intensidade da forca de resisténcia do ar, dependente da velocidade
v do foguete.

Como é usual em Fisica, denotamos a taxa de variacao em rela¢ao ao tempo por um
ponto sobrescrito, e.g.,

. dy
v=g=—.
T
Assim, a taxa de combustao do foguete é dada por i (t) = —m (¢), sendo

m (t) <0, m(0) =mg, m(T)=0

fe(t) >0, p(0) =0, u(T) =mo;

O tempo de voo do foguete T > 0 desde o instante inicial do voo até o instante em que
o combustivel acaba é fixado por qualquer das duas condic¢bes

m(T)=0 ou wu(T)=mo.
Deducao da equacao de movimento do foguete!

Denotamos por P () = M (t) v (t) o momento linear do foguete e por F (t) a forca
externa atuante no instante t. Como a velocidade dos gases propelentes em relagido ao
observador inercial (em repouso na superficie da Terra) é u—wv (t), o momento do foguete

TEmbora a deducio da equacdo de movimento do foguete possa ser encontrada em muitos livros de
graduacgao em Fisica, acrescentamos ao artigo pelo bem da completeza.
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e gases expelidos durante um intervalo de tempo At # 0 suficientemente pequeno é dado
por
Pt+At)=~ M+ At)v(t+At)+ [M(t+ At) — M ()] [u—wv(t)].

Pela Sequnda Lei de Newton, F (t) é igual a taxa de variacdo do momento em relagdo
ao tempo, portanto

P(t+At)— P(1)

F{t) = A7
M@+ A (E+ AL) + [M (t+ At) = M (t)] [u —v (t)] — M () v (t)
- At
Mt At) v (t+ At) —v ()] + [M (t+ At) — M (t)]u
= AL .
No limite At — 0, obtemos a equacao
F(t)=M(t) %v (t) + u%]VI (t).

Como M = My +m = My — u, segue que a equacao de movimento do foguete sob agao
de uma forga externa F (t) & dada por
d i (t F(t
a gy i) o
dt ]\/fo — K (t) Mo — K (t)

(2.1)

Considerando que o foguete sofre acdo externa da gravidade da Terra e da resisténcia
do ar (apenas), e que ambas atuam no mesmo sentido “para baixo” durante o movimento
(ascencional), podemos escrever

Ft)==-M@)g(y{)—e@®). (2.2)

Pela Lei da Gravita¢do Universal de Newton, a intensidade da aceleragdo gravitacional
é dada por

GMry
(Rr +y)*

onde G é a constante de Newton e M7 e Rr sdo a massa e o raio da Terra, respecti-
vamente. A intensidade da for¢a de resisténcia do ar depende de modo complexo da
velocidade do foguete, mas é razoavel assumir que seja proporcional ao quadrado da
velocidade em velocidades medianas,

g9(y) = (2.3)

o (v) = 22 (2.4)

Substituindo Eq.(2.3) e Eq.(2.4) em Eq.(2.2), obtemos da Eq.(2.1) a seguinte equagio
de movimento para o foguete
ar? Mo—p(t)  (Rr+y(t)” Mo—p(t)

(2.5)
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Formulacao Matematica do Problema

Considerando a notagdo e desenvolvimento precedentes (onde assumimos algumas
hipoteses), o problema proposto na introdugao possui a seguinte formulacdo: determinar
a fungio “combustivel consumido” p : [0,T] — [0,00) de modo a mazimizar a altitude
y(T), considerando T >0, 1 >0, 1 (0) =0, u(T) =mg e y(t) é solugcdo da Eq.(2.5).
Em termos sintéticos:

Mazimizar

Yp@)]=y(T)

sujeito a : (2.6)
d? o up(t GM A2 (t .

4 Wy (t) - MU,i(li)(t) - (RTer{t))z - JWOy—/(L()t)’ 0 <t< T,

¢T>0, 420, p(0)=0, u(T)=me.

Este é um problema complexo, especialmente porque a equagao de movimento é
nio-linear e depende tanto de u (t) quanto de sua derivada. Na proxima secdo, vamos
simplificar bastante a equagao de movimento e impor severas restri¢oes a funcio p (¢), de
modo que seremos capazes de resolver o problema usando somente recursos elementares
do Célculo.

3. Problema Simplificado

Assumimos que g é constante e que a forca de atrito ¢ desprezivel (¢ = 0), a equacao
de movimento Eq.(2.5) reduz-se a seguinte

d? ()
A O

Integrando essa equagio e levando em conta que g (0) = 0, obtemos

%y (t) =uln (m) — gt. (3.2)
Assumindo que a taxa de queima de combustivel é constante [ = ¢ > 0, segue
p(t) = ct. (3.3)
Da condigdo p (T") = myg, segue da Eq.(3.3) que
T =mg/c. (3.4)

Dada a expressao da Eq.(3.3) para p (t), podemos integrar Eq.(3.2) e obter a expressao
explicita da altitude em func¢ao do tempo, para cada valor de ¢ > 0:

g2 u MO mo
t)y=ut—=t*"— —(My —ct)In | ———— 0<t< —. .
vt =ut— 3= Ly - ety (o) oo < ™ (35)

Agora, especializamos o problema original para a seguinte formula¢io matematica:
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Problema simplificado: determinar a taza de queima de combustivel
¢ > 0 de modo a mazimizar a altitude do foguete no instante em que o
combustivel acaba, i.e.,

Mazimizar Y (¢) =y (¢,mo/c)
sujeito a : (3.6)
ec>0.

Este problema pode ser resolvido pela aplicacao da técnica dos pontos criticos, base-
ada no fato basico de que o ponto de mdzimo ou minimo de wma funcao real diferencidvel
é um ponto critico ou um ponto na fronteira do seu dominio — vide [5]. Em nosso caso,
a funcéo real de interesse ¢ Y (¢) = y (¢, mo/c):

My u  gm3
Y (c)= — (My — In{——"— - — 0. .
(¢) (mo (Mo — myg) n(M0m0>> T 9@ 7 (3.7)
A derivada de Y é dada por
dy umg  gm My U
—_— = - — + (My — In|{—— | —=. .
de c2 + c3 + (Mo —mo) In My —mg ) c? (3.8)
Nesse caso, Y possui um tnico ponto critico (zero de sua derivada):
dY 2
di (CIIlaX) = O — Crnax = ng/u M, ° (39)
C mo — (MO — mo) In (m)
Substituindo a Eq.(3.9) na Eq.(3.8), obtemos
M() 2 U2
Yiax = — (Mo — 1 . .1
mo ( 0 mo) D(M0m0>:| ng% (3 0)

Concluimos que o ponto de maximo de Y é realmente dado pela expressio Eq.(3.9)
levando em conta que o valor de Yi,.x dado pela Eq.(3.10) é positivo e maior do que os
limites de Y (¢) nos extremos do seu dominio,

lim Y (¢)=—-occ e lim Y (¢)=0.

c—0+ c——+o00
Tlustramos os resultados (Figura 1) com o grafico de Y = Y (¢) no intervalo de ¢
variando de Mog/u a 4Mog/u, para os valores g = 9.8m/s?, mo = 50kg, My = 100kg,
u = 500m /s (caso em que Cpax ~ 5.2kg/s e Yy ~ 456m).}

Validagao da solugao

Para certificamos que a solucdo para nosso problema é realmente dada pela Eq.(3.9),
primeiro verificamos que a expressao de Yiax estd dimensionalmente correta ¢.e., € dada,
em unidades de comprimento:

[comprimento]® / [tempo]”

[Yinax] = [massa]Q 5 - 5 = [comprimento] .
[massa]” X [comprimento] / [tempo]

fObservamos que o valor Mog/u é o menor valor de ¢ para o qual a aceleracdo inicial do foguete
nao é negativa!
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Figura 1: Grafico de Y = Y (c).

Agora, comparamos a altitude alcancada pelo foguete no instante em que o combus-
tivel acaba para diferentes valores da taxa de combustao ¢ > 0. Para fazer isso de modo
independente dos calculos precedentes, utilizamos um recurso computacional /numeérico
partindo diretamente da Eq.(3.6): com os mesmos valores numeéricos da Figura 1, obte-
mos o seguinte resultado grafico para as solugdes numeéricas da Eq.(3.1) com p (¢) = ct,
para os valores de ¢ iguais a, respectivamente, gMy/u = 2.9, 3.3, 4, cmax =~ 5.2, 6, 7,
10:8

Figura 2: Graficos de y. = y.(t), para alguns valores de c.

Na Figura 2, todos os graficos estdo delimitados pelo correspondente intervalo [0, mg /],
para cada valor de ¢. O gréfico em vermelho corresponde a ¢pax, enquanto os graficos

§No software Mathematica 9.0, usamos os seguintes comandos para obter a resolu¢ao numeérica da
Eq.(3.1) e plotagem do correspondente grafico, para cada valor especificado de ¢ (neste caso, ¢ = 3):
g=9.8; M1=100; mo=50; MO=Mi+mo; u = 500; ¢ = 3; T=mo/c;
Dyn=y’’[t]==u*c/(Ml-c*t)-g;
s=NDSolve[Dyn,y[0]==0,y’[0]==0,y,{t,0,T}];
Plot[Evaluate[y[t]/.s1],t,0,T,PlotStyle->Green]
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em verde correspondem aos demais valores de ¢, crescendo da direita para a esquerda.
Nossa solucao é corroborada pelo fato do gréafico correspondente a cpax atingir a maior
altura dentre todos os demais graficos.

4. Conclusao

Neste artigo, resolvemos um problema de otimizacao formulado para o controle de
um sistema dindmico especifico, considerando hip6teses simplificadoras para tornar o
tratamento matematico acessivel (elementar). Apesar de bastante idealizado, o caso
tratado serve como aproximacao para modelos menos restritivos, de modo que o resul-
tado obtido nos permite estimar as respostas para problemas analogos que flexibilizem
as restrigoes fisicas e/ou a forma de controle.

Observamos que o problema resolvido aqui pode ser extendido de diversas formas,
tanto visando maior verossimilhanca com situacoes reais quanto no sentido de aplicar
técnicas matematicas mais sofisticadas. Elencamos algumas possibilidades que podem
servir como temas de trabalhos académicos:

o Manter as condicdes fisicas restritas, mas flexibilizar o taxza de queima de com-
bustivel, admitindo que ela pode variar linearmente. Essa situacao pode receber
tratamento anilogo ao desenvolvido aqui, com todas as funcoes pertinentes pos-
suindo expressoes elementares; nesse caso, a resolucao também pode ser levada a
cabo com uso dos conceitos basicos do Célculo.

o Manter as condicdes fisicas restritas, mas admitir que a taza de queima de com-
bustivel possa ser controlada arbitrariamente. Acreditamos que a resolucao desse
problema extrapola o nivel basico do Céalculo, requerendo o uso do Célculo Variaci-
onal, da Teoria do Controle Otimo ou de outra técnica otimizacdo mais sofisticada.

o Considerar a variagdo da aceleragio gravitacional e/ou a agdo da resisténcia do
ar na dindmica do foquete, mantendo constante a taza de queima de combustivel
ou admitindo que ela possa ser controlada arbitrariamente. Nesse contexto geral,
a resolucao do problema é realmente desafiadora e provavelmente deve requerer
a aplicacao de conceitos matematicos e técnicas numéricas avangados — algo real-
mente digno de um projeto arrojado de iniciagao cientifica em Teoria do Controle
ou Otimizacao.

Referéncias

[1] J. BAUMEISTER and A. LEITAO, Introducio a Teoria do Controle e Programagio
Dindmica. Rio de Janeiro: IMPA, 2008.

[2] R. V. GAMKRELIDZE, Discovery of the Mazimum Principle in Optimal Control,
pp. 160-173. In: BOOB-BAVNBEK, B., HOYRUP, J. (eds.) Mathematics and
War, Berlin: Birkhiuser Verlag, 2003.

[3] A. LOCATELLI, Optimal Control: An Introduction. Berlin: Birkhduser Verlag,
2001.



86 Fassarella, Aratjo, Gazzoli

[4] L. S. PONTRYAGIN, V. G. BOLTAYANSKII, R. V. GAMKRELIDZE, and E. F.
MISHCHENKO, The Mathematical Theory of Optimal Processes. New York: In-
terscience Publishers, 1962.

[5] J. STEWART, Cdlculo, vol. 1. Sao Paulo-SP: Cengage, 2013.



