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Resumo. O escopo desse trabalho é explorar a sequéncia numérica conhecida como
nameros de Catalan através de uma abordagem com o uso de fungdes geradoras.
Pretende-se introduzir conceitos e aspectos algébricos para algumas propriedades
relacionadas a essas sequéncias e explorar uma interpretagao combinatéria por meio
do conceito de triangulagoes de um poligono convexo.

Palavras-chave. Fun¢ao Geradora , Numeros de Catalan, Triangulacao.

Abstract.The scope of this work is to explore the numeric sequence known as
Catalan numbers through a approach with the use of generating functions. It is
intended to introduce concepts and algebraic aspects for some properties related to
these sequences and explore a combinatorial interpretation through the concept of
triangulations of a convex polygon.

1 Introducao

Os numeros de Catalan constituem uma sequéncia de nimeros que surgem em
diversas areas da matematica, como Geometria, Algebra, Analise e Combinatoéria, a
qual seré nossa fonte de investigacdo. Em [1, 2, 3] podemos encontrar detalhes sobre
a historia dos nimeros de Catalan, desde seu descobrimento até os dias atuais.

H& trés matematicos que merecem uma mengao especial quando se trata da
descoberta e desenvolvimento dos ntmeros de Catalan: Leonhard Euler, Fugene
Charles Catalan e Sharabiin Myangat. Segundo [1], em 1730 , um matematico
chamado Myangat, da Mongolia, fez o primeiro registro no livro Quick Methods
for Accurate envolvendo os numeros de Catalan. Mais tarde, Euler descobre os
numeros de Catalan e através um problema geométrico conjectura um método para
resolugao, porém nao ha provas que o tenha concluido ou demonstrado. Em 1838 é
atribuido a Fugene Catalan o nome da sequéncia dos Numeros de Catalan, durante
um estudo das sequéncias bem formadas entre parénteses, que descobriu quase ao
acaso.
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Nesse trabalho apresentamos uma féormula para os nimeros de Catalan usando
o conceito de fungoes geradoras, em seguida uma interpretagao para esses nimeros
fazendo uso da definicao de triangulacao de um poligono convexo. Todas as de-
fini¢oes e resultados expostos nesse trabalho podem ser vistos com mais detalhes
em [1, 4, 5]. Como referéncias complementares podemos citar [6, 7, 8, 9] e suas
referéncias.

2 Definicao e férmula explicita para os ntimeros de
Catalan
Os numeros de Catalan constituem uma sequéncia numeérica {1,2,5,14,42...}
definidas por um relagao de recorréncia néao linear.

Definigao 2.1. Dado n € N, definimos por C,, o niumero de Catalan de ordem n
pela seguinte relagdo de recorréncia:

Co =1
(1)

ZC’an_j, para n >0

Jj=0

Ch

Podemos reescrever (1) da seguinte forma:

Co = 1

k—1 (2)
Ck = ZCjCkflfj, parak>0

j=0

Por meio da recorréncia definida em (2) queremos determinar uma férmula expli-
cita para os numeros de Catalan. Para isso, considere a série de poténcias definida
por

O(2) = Co+ Crz+Cyz? + Oy - = Y O (3)
n=0
onde C,, é o n-ésimo termo da sequéncia de Catalan. Multiplicando por z" em
ambos os lados de (2) e somando em n, com n > 1, e em seguida adicionando Cjy
em ambos lados da identidade, temos

o'} e’} n—1
Z Cpz" + Cy = Z z" Z Can_l_j + CY.
n=1 n=1 7=0

Utilizando o conceito de produto de series de poténcia obtemos

n—1 e’}
E C;2’ E I 4 0
7=0 n—1

n—1 o)
z E Cij E Zni]ilcn_l_j#*Co
j=0 n—1

C(z)
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Dessa forma, C(z) = 2C(z) - C(z) + 1, ou seja, C(z) = 2C(2)? + 1. Resolvendo a
equacgao quadratica 2C(z)? — C(z) + 1 = 0 obtemos

1++v1—-4
0(2)272
2z
Como
. 1++v1—4z . 1++v1—4z
lm ——— =400 e llm —— = —©
2—0+ 2z 2—0— 2z
segue de (3) e de C(0) = Cp =1 que
1—-+v1-4
C(z) = —4; :

Dessa forma, concluimos que

Proposigao 2.1. A funcdo ordindria para os nimeros de Catalan é

1—+v1—-4z
()= —5—= (1)
z
Agora vamos determinar uma féormula explicita para os ntimeros de Catalan.
Utilizando o teorema Binomial Generalizado, cujo resultado segue de [4], obtemos

que

VITTs = (1-42)% =1 +i<) S o {CER B R SR G

Substituindo em (4), temos

Clz) = 1—W:(1_(1—4z§ ié(é_l)“-(l!—kﬂ)( 4z)

_ g(%-l)(é—@ ~§j—k+ )ZE 14Z) '
s (122) <124> <126>m<122k+2> it (et

s i

o () () (2) (B2 capt o
;(2)(2)(2) (5

135 2%k — 3 b1, kel kel

RN ER (% 2;1) (0 ()
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01 1.3 (2 = 3) (=D)L (=)L (=)L ()R

_ ’;2#1 ( )( )k!( )4 (=)

= Yk B B8 e 5
k=1 ’

O coeficiente de z* em (5) é

C o opleB.2k—1 2k 1.2.3.4-5...(2k—1) -2k
b k+1)! (k+1)! 2-4-6...2k
2k (2k)! 2k (2F)!

K+ (2-1)(2-2)(2-3)...(2-k) (k+1)I2k-1-2-3.. .k

@ 1 @R 1 (2k:>
k

K+ k+1 Kk k+1
Portanto, temos o seguinte resultado

Teorema 2.1. Seja C,, o n-enésimo de Catalan e n € N, entdo
1 2n
C, = .
" o411 ( n >

3 Interpretacoes Combinatoérias para os ntimeros de
Catalan: Triangulacoes

Os numeros de Catalan possuem varias e maravilhosas aplicagoes, além de uma
infinidade de interpretacoes combinatoérias. Richard P. Stanley, do Massachusetts
Institute of Technology ( MIT ), reuniu ao longo de sua vida académica indmeros
problemas com os nimeros de Catalan, e mais tarde escreveu o livro Enumerative
Combinatorics 2], e com cerca de 66 problemas cuja solugdo é um nimero de
Catalan. Apresentaremos algumas dessas interpretagoes e comecaremos por uma
interpretagao geométrica para os nimeros de Catalan.

Historicamente, mateméticos demonstram grande interesse em estudar objetos
com propriedade especiais, por exemplo, as triangulagoes de um poligono convexo.
Uma triangulagao de um poligono convexo P, de n lados é a decomposi¢ao de P,
em tridngulos por um conjunto maximal de diagonais que nao se cruzam. Ou seja,
dado n > 3, definimos por T}, o niumero de triangulacoes validas de um poligono P,
isto é, aquelas obtidas por n — 3 diagonais que nao se interceptam no seu interior.
No caso de n = 3, temos um tridngulo e convencionamos 75 = 1. Por inspecgao
podemos constatar que hé 2 maneiras de triangular um quadrilitero convexo e
cinco maneiras de triangular o pentigono convexo tracando diagonais que nao se
cruzam. Os resultados que demonstramos em seguida seguem de [5].
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Figura 1: TriangulacGes de um poligono de n lados, n = 3,4, 5.

Teorema 3.1. Paran > 3 a sequéncia T, satisfaz

Prova. De fato, dado um poligono convexo de n lados , vamos particionar o con-
junto das triangulacoes de P, em triangulacoes de poligonos cuja quantidade de
lados & menor do que n. Para isso, seja @ € {3,4,...,n}. Vamos fixar o tridngulo
12@Q no poligono P,, dividindo-o em dois poligonos de lados menores, um poligono
de @ — 1 lados e outro de n — @ + 2 lados. Segue do principio multiplicativo que
temos T_17},—g+2 triangulagoes vélidas de P, com o triangulo 12@Q) fixo. Somando
em (Q temos que

n—1 n—1
T =ToTn 1+ » To1To 1T gr2+ToaTe= > TiTn ;1.
Q=4 j=2

Denotamos por ¢,, o conjunto das triangulagoes de P,.

Teorema 3.2. Paran > 4 a sequéncia T, satisfaz
n n—1
(n=3)Tn =5 > T
j=3

Prova. De fato, considere Q € {3,4,...,n — 1} e uma diagonal 1Q do poligono
convexo P, que divide em dois outros poligonos convexos, sendo um a direita com
Q lados e com Ty maneiras de triangular e outro a esquerda com n — @ + 2 lados
com T, _q42 maneiras de triangular. Logo temos T, g2 triangulagoes validas
fixada a diagonal 1Q e ao variar () obtemos um total de triangulacdes vélidas para
diagonais que cruzem o vértice 1:

n—1

> TQTa- g2
Q=3



46 PORANDU

Q | 76 que contém o tri- | Tg_1 = Tg—1 To—Q+2 = T6—Q+2
angulo 12Q

| 2 no | R OSS
N | NN
1 2 g 2
7 4| rE
Qs | T . eitd gkl
2 | $Sav2e Lavlles

Tabela 1: Triangulagoes de Ty

Somando os nimeros de triangulagGes e variando o vértice de 1 até n teremos
duplicidade feitas a partir das diagonais. Isso pelo fato de contarmos duas vezes as
diagonais 1Q) e 1. Portanto,

n—1

TQTh-q+2
3

n
2

O
Il

é o numero de triangulacgoes validas a partir de cada diagonal de P,. Esse nimero
contém n — 3 diagonais e cada triangulagao utiliza n — 3 diagonais, com isso finali-
zamos a demonstracao do teoremas:

n—1
n
(n - 3)Tn = 5 Z Tan,j+1.
7=3

Teorema 3.3. Se n é um inteiro, com n > 0, entdo C,, = Ty 1o.

Prova. Vamos definir a funcao g, cujo dominio é o conjunto dos inteiros nao nega-
tivos {x € Z,x > 0}, e a lei de formagao é

Queremos provar que g(m) = 1, para todo inteiro m > 0. De fato, sabemos que
T =T3=1,Cy=C,=1eTy =Cys=2. Logo, g(0) = g(1) = g(2) = 1.



Matematica Aplicada/Teoria Analitica dos Niimeros 47

n
Segue do Teorema (3.2) que, paran >4, T,41 = ZTan_.Hg, ou seja,

j=2
n—1 n—1

Topr =TT+ ) TjTajiz+ TaT = Tupr = ) TiTejio + 2T
j=3 j=3

Logo,

n—1
Thy1 =21, =Th41 = ZTan—j+2~
j=3

Segue do Teorema (3.3) que
n n—1
(Tl - 3)Tn = 5 Z TjTTL—j+1~
§=3

Dessa forma, concluimos que (n — 3)T,, = %(Tn_l,_l — 2T,,), ou seja, 4nT,, — 6T, =

nT,4+1. Portanto
Thy+1 4n—6
_—_— ]-
T, - (1)

dn=6y _, paran > 2. Ou seja,

Podemos verificar que C,,_1 =

Cn_g n
Cn72 4dn — 6 ( )

Portanto, segue de (1) e (2) que

g(nf ].) _ Tn+1 Cn_Q —1
gn—2) Cuh_1 T, ’

Assim, para todon > 4, g(n—1) = g(n—2). Como ¢(3) = g(4) = 1, entao g(m) =1
para todo inteiro m > 0.

4 Consideracgoes Finais

O objetivo desse trabalho foi a apresentagao de defini¢Ges, resultados e proprie-
dades referentes ao conceito de triangulacdo de um poligono convexo,e em seguida
constatamos que a quantidade de triangulacoes esta relacionado a um ntimero de
Catalan.
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