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Uma Interpretacao Combinatoéria Para
Os Numeros de Catalan !

Resumo. O escopo desse trabalho é explorar a sequéncia numérica, conhecida como
nimeros de Catalan através de uma abordagem com o uso de fungoes geradoras.
Introduzir conceitos e aspectos algébricos para algumas propriedades relacionadas
a essas sequéncias. Iremos explorar uma interpretagao combinatéria por meio do
conceito de triangulagoes de um poligono convexo.

Palavras-chave. Funcao Geradora , Numero de Catalan, Triangulagao.

Abstract. The scope of this work is to explore the sequence numerical data,
known as Catalan numbers through a with the use of generating functions. Intro-
duce concepts and aspects algebraic properties for some properties related to these
sequences. We will explore a combinatorial interpretation through of the concept
of triangulations of a convex polygon.

1 Introducao

Os ntimeros de Catalan é uma sequéncia de nimeros que surge em diversas areas
da matematica, entre essas estdo a Geometria, Algebra, Analise e Combinatéria,
essa ultima é a que nos interessa e serd a fonte de estudo. Em [1] descreve a traje-
toria dos nimeros de Catalan. Eugene Catalan (1814 - 1894) nasceu em Bruges, na
Bélgica e teve uma infancia tranquila, aos dez anos tornou-se aprendiz de joalheiro,
mas desistiu da arte por nfo ter habilidade. Anos mais tarde sua familiamudou-se
para Paris e seu pais comecou a trabalhar como arquiteto e levava seu filho Eugene
para o trabalho, essa experiéncia influenciou sua vida académica e o inicio dos seus
estudos na Escola Ecole Polytechnique. A vida académica e profissional de Eugene
foi tumultuada por seu envolvimento politico, republicano e esquerdista, que quase
acabou com seu futuro, mas ainda assim tornou-se um grande especialista em Teoria
dos Numeros e Teoria Combinatoéria.

Em 1838 ¢é atribuido a Eugene Catalan o nome da sequéncia dos Numeros de
Catalan, durante um estudo das sequéncias bem formadas entre parénteses desco-
briu quase ao acaso a sequéncia de Catalan. Ha trés matematicos que merecem
uma mencao especial quando se trata da descoberta e desenvolvimento do niimero
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de Catalan: Leonhard Euler,Eugene Charles Catalan e Sharabiin Myangat.

Nesse trabalho apresentamos uma férmula para os numeros de Catalan usando
o conceito de funcoes geradoras, em seguida uma interpretacao para esses numeros
fazendo uso da definicdo de triangulacdo de um poligono convexo.

2 Definicao e féormula explicita para os niimeros de
Catalan

Os numeros de Catalan é uma sequéncia numérica 1,2,5,14,42 ... definida por
um relacao de recorréncia nao linear.

Definicao 2.1. Seja n € N, definimos por C,, o nimero de Catalan de ordem n
pela sequinte relagdo de recorréncia:

Co = 1
- 1
C, = ZC’an,J—, para n > 0 (1)
=0

Podemos reescrever ( 1 )da seguinte forma:

Co = 1
k—1 (2)
Cp = Y CiCr1j, parak >0
§=0

Por meio da recorréncia definida em ( 2) queremos determinar uma férmula
explicita para os nimeros de Catalan. Para isso, considere a série de poténcias
o0

C(z) = Z Cp2", onde C), é o n-ésimo de Catalan:

n=0
C(z) = Co+ Crw + Coa® + Csa® + - =Y " Cp2"
n=0

Multiplicando por 2" em ambos os lados de (2) e somando em n com n > 1 e
em seguida adicionando Cy em ambos lados da identidade temos:

0o 0o n—1
Z Cpz" + Cy = Z Z" Z Cjcnflfj + Cp.
n=1 7=0

n=1

Utilizando o conceito de produto de series de poténcia obtemos:

n—1

n—1 oo
C(z) = Z Oz Z 2" 4 O
j=0



Matematica Aplicada/Teoria Analitica dos Niimeros 3

n—1 [e%s}
Clz)==z Z Cjzj Z z"_j_lCn,l,j + Cp.
7=0 n—1

Dessa forma: C(z) = 2C(z) - C(z) + 1, ou seja, C(z) = 2C(2)? + 1. Resolvendo
1+£/1—-4
a equacdo quadratica 2C(2)? — C(z) + 1 = 0 obtemos: C(z) = TZ
Como
. 14+V1-4z . 1+V/1 -4z
lim ———— =400 ¢ lim ——— =

2—0+ 2z z2—0— 2z

e C(z) = Cy+ Crx + Co2® + C32® + ..., com C(0) = Cy = 1, entdo C(z) =
1—+v1—-4z

. Dessa forma, concluimos que

2z
Proposicao 2.1. A fung¢do ordindria para os nimeros de Catalan é:
1—+1—-4z
) = 1L E 3)

Agora vamos determinar uma formula explicita para os numeros de Catalan.
Utilizando o teorema Binomial Generalizado, cujo resultado segue de [2], dessa
forma obtemos:

b1 (k1) (a2
k! '

k=1
LI (2
:; 7 =
IV (B (LF) (B2 e e
LG (2o

1 35 2k -3 k—1 k=1, \k—1
- — 2.2 L (=) (=4 (2)
Z 2 2 2 2
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:i 1 1-3-...-(2k—3)(=1)F Y (=1, 1(—4)FT(x)k-1

ok—1 k!
k=1
13- (2k=3),
= 2kt o (2)F. (4)
k=1 ’
O coeficiente de z¥ em ( 4 ) é:
O _ogkli3.2k—1 28 1.2.3.4-5...(2k—1)-2k
P k+1)! (k+1)! 2-4-6...2k B
2k (2k)! 2k (2%)!

(K+1)1(2-1)(2-2)(2-3)...2-k) (k+1)I2F-1-2-3. .k

@1 (2k)! 1 <2k)
k

k+ DK k+1 K& k+1

Portanto temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1. Seja C,, 0 n-enésimo de Catalan e n € N, entdo
1 2n
C, = ( )
n+1\n

3 Interpretagoes Combinatérias para os niimeros de
Catalan: Triangulagoes

Os nameros de Catalan possuem virias e maravilhosas aplicacoes além de uma
infinidade de interpretacoes combinatérias, Richard P. Stanley, do Massachusetts
Institute of Technology (MIT), reuniu ao longo de sua vida académica inimeros
problemas com os nameros de Catalan e mais tarde escreveu o livro Enumerative
Combinatorics vol. 2, com cerca de 66 problemas cuja solucao é um nimero de
Catalan. Apresentaremos algumas dessas interpretagbes e comegaremos por uma
interpretacdo geométrica para os nimeros de Catalan.

Historicamente, matematicos demonstram grande interesse em estudar objetos
com propriedade especiais, por exemplo, as triangulagdes de um poligono convexo.
Uma triangulagao de um poligono convexo P, de n lados é a decomposicao de P,
em tridngulos por um conjunto maximal de diagonais que nao se cruzam. Ou seja,
dado n > 3, definimos por 7T, o ntmero de triangulacoes validas de um poligono P,,
isto é aquelas obtidas por n—3 diagonais que nao se interceptam no seu interior. No
caso de n = 3, temos um tridngulo e convencionamos 75 = 1. Por inspegao podemos
constatar que ha 2 maneiras de triangular um quadrilatero convexo e cinco maneiras
de triangular o pentigono convexo tracando diagonais que nao se cruzam.
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Figura 1: Triangulacoes de um poligono de n lados, n = 3,4, 5.

Os resultados que validamos agora segue de [3].

Teorema 3.1. Para n > 3 a sequéncia T, satisfaz

n—1

T, = Z T i1

Jj=2

Prova. De fato, dado um poligono convexo de n lados , vamos particionar o con-
junto das triangulacoes de P, em triangulacoes de poligonos cuja quantidade de
lados é menor do que n. Para isso, seja Q € {3,4,...,n} Vamos fixar o triangulo
12@Q) no poligono P,, dividindo-o em dois poligonos de lados menores, um poligono
de @ — 1 lados e outro de n — @ + 2 lados. Segue do principio multiplicativo que
temos TH_1T5,—q+2 triangulacoes vélidas de P, com o tridngulo 12@Q) fixo. Somando
em (@ temos:

n—1 n—1
T, =TT, 1+ Z To1Tg-1Th—qi2 +Th 1T = Z TiTh—j_1.
Q=4 =2

Denotamos por ¥,, o conjunto das triangula¢des de P,.
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Triangulagdes de P(H Triangulagdes de £ que contém o triangulo

[0 =Tps 12Q |l96 - Q+2| =Ts-q+2
Ty =5

T,=2

P T —

m Ds

5 4 8 4
Ty=1

(A | =
9 &
e

n

[ ©
152

=70
s=s

A

Figura 2: Tlustracdo da demonstracdo do Teorema (3.1) no caso n = 6.

Teorema 3.2. Para n > 4 a sequéncia T,, satisfaz
n n—1
(n=3)Tp =5 23 Ty ji1-
=

Prova. De fato, considere @ € {3,4,...,n — 1} e uma diagonal 1Q do poligono
convexo P, que divide em dois outros poligonos convexos, sendo um a direita com
Q lados e com Ty maneiras de triangular e outro a esquerda com n — @ + 2 lados
com T, _q42 maneiras de triangular. Logo temos TQT,,_q42 triangulacoes validas

fixada a diagonal 1Q) e ao variar () obtemos um total de triangulacGes validas para
n—1

diagonais que cruzem o vértice 1: Z ToTh—g+2-
Q=3
Somando os numeros de triangulacoes e variando o vértice de 1 até n teremos
duplicidade feitas a partir das diagonais. Isso pelo fato de contarmos duas vezes as
n—1
_ _ n ~ .
diagonais 1Q e Q1. Portanto 5 Z TQTn—g+2 € o ntmero de triangulacdes vélidas
Q=3
a partir de cada diagonal de P,. Esse namero contém n — 3 diagonais e cada trian-
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gulacdo utiliza n — 3 diagonais, com isso finalizamos a demonstragdo do teorema:
n n—1
(n=3)Tn =5 > T jia
j=3

Teorema 3.3. Se n inteiro, com n > 0, entdo C,, = Ty 1o.

Prova. Vamos definir a funcao ¢, cujo dominio é o conjunto dos inteiros ndo nega-
tivos : {x € Z,x > 0}, e a lei de formagao é: g(m) = % Queremos provar que
g(m) = 1, para todo inteiro m > 0. De fato, sabemos que Ty, = T3 =1, Cy = C; =1
eTy =C4=2. Logo g(0) =g(1) =¢g(2) = 1.

n
Segue do Teorema (3.2) que paran > 4, T),41 = ZTan,HQ, ou seja, Tyl =
j=2
n—1 n—1

DT+ Y TjTu jyo + TTo = Togr = B TiTajio + 2T, Logo Tpy1 — 2T, =

j=3 j=3
n—1

Thi1 = Z TjT5— j12. Segue do Teorema, (3.3) displaystyle(n—3)T,, = 5 27:_31 TiTh—j41-
=3

Dessa forma concluimos: (n—3)T,, = g(TnH —2T,), ou seja, 4nT,, —6T,, = nTy41.

Portanto T 4 "

n+1 n —

T = * (1)
S n

Podemos verificar que C,,_1 = 4””’607,,_2, para n > 2. Ou seja,

Cn,Q n

= . 2

Cn_Q 4n — 6 ( )

- ]. T'IL Cn— Tn Cn—
Portanto segue de (1) e (2 ) que : iEZ—Q; = 07:11 Tn2 = T:l an =
4n—-6 n .
— a6~ 1. Assim, para todo n > 4, g(n — 1) = g(n — 2). Como ¢(3) =

g(4) =1, entdao g(m) = 1 para todo inteiro m > 0.
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