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Resumo.Este trabalho incide no estudo da geometria de Galois e aplicagbes em
codigos corretores de erros. Serao exploradas e estudadas, os seguintes temas: pla-
nos projetivos finitos, a teoria de codigos e as relagoes existentes entre a geometria
de Galois. A Geometria de Galois é definida como sendo espagos projetivos so-
bre corpos finitos. Ja a teoria dos codigos dedica-se a detectar e a corrigir erros
que sao introduzidos quando sao transmitidas as mensagens. Por meio de dois
modelos estudados de planos projetivos, um de ordem dois e outro de ordem trés
foi feita a compreensdo dessa geometria. A partir disso, houve uma discussdo em
torno da existéncia de planos projetivos de outras ordens. Mediante o exposto, foi
desenvolvida a conexao entre a geometria de Galois e a teoria de codigos.

Palavras-chave. Geometrias finitas, planos projetivos, codigos corretores de erros.

Abstract. This work focuses on the study of Galois geometry and applications
in brokers errors codes. Will be explored and studied the following topics: finite
projective planes, coding theory and the relations between the Galois geometry.
Galois geometry is defined as projective spaces over finite fields. Already the theory
of codes is dedicated to detect and correct errors that are introduced when they are
transmitted messages. Through two models studied projective plans, one of order
two and one of three order was made to understand this geometry. From this, there
was a discussion around the existence of projective planes of other orders. By the
above, the connection between the Galois geometry and coding theory.

Introducao

O estudo da geometria de Galois teve como um dos pioneiros o matemético
italiano Gino Fano (1871-1952), no entanto, o termo geometria de Galois aparece
pela primeira vez em um artigo do também matematico italiano Beniamino Segre
(1903-1977) em que ele se refere ao plano projetivo finito como plano de Galois
(matematico francés 1811-1832), com o objetivo de enfatizar que uma abordagem
analitica da geometria projetiva finita é baseada em corpos finitos de Galois e suas

extensoes.

As geometrias de Galois sao definidas em espagos com um numero finito de
pontos e retas, e atualmente essa teoria esté relacionada com aplicagdes em algumas
areas da matematica, como por exemplo, teoria de cédigos, criptografia, teoria de

grupos e combinatoria.
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Ja os codigos corretores de erros sao cruciais para armazenamento e transmissao
de informacdo. A proposta desse texto é falar em linhas gerais dessa teoria, enfa-
tizando na conexao entre planos projetivos finitos e a teoria de codigos. Para tal
entendimento, serd explorado um codigo, a partir de um plano projetivo de ordem
dois.

Assim, o presente trabalho teve por objetivos gerais, pesquisar e desenvolver es-
tudos na geometria de Galois e aplicagao em codigos corretores de erros, e propiciar
a integracgao entre as areas cientificas, geometria, dlgebra, computagao.

2 Planos projetivos finitos

Um plano projetivo finito consiste em um conjunto de pontos, um conjunto de
retas e uma relagao entre pontos e retas chamada incidéncia, que satisfaca o seguinte
sistema axiomaético, onde n > 1.

Axiomas:

Aj: Existe pelo menos quatro pontos nao colineares trés a trés.

As: Existe pelo menos uma reta incidente em n+1 pontos distintos.

As: Dados dois pontos distintos, existe exatamente uma reta incidente em am-
bos.

Ay: Dados duas retas distintas, existe pelo menos um ponto incidente com am-
bas.

O axioma A4 nos garante a nao existéncia de retas paralelas nesse sistema axi-
omatico, o que difere essa geometria da euclidiana. Note que nessa geometria as
retas podem ser representadas também por curvas.

Agora apresentaremos alguns teoremas que sao essenciais para o entendimento
dessa geometria:

Teorema 1:Num plano projetivo de ordem n, cada reta incide em exatamente
n + 1 pontos.

Teorema 2: Num plano projetivo de ordem n, cada ponto é incidente em n + 1
retas.

Teorema 3: Um plano projetivo de ordem n, tem exatamente n? 4+ n-+ 1 pontos
e n?+n+ 1 retas.

A partir desses resultados, juntamente com os axiomas, conseguimos construir
exemplos de planos projetivos.

Exemplo: Consideremos o plano projetivo de ordem 2. Pelos teoremas 1 e 2
sabemos que cada reta incide em 3 pontos e cada ponto incide em 3 retas. Além
disso, o teorema 3 nos garante a existéncia de exatamente 7 pontos e de 7 retas.
Diante disso, obtemos o seguinte modelo:

A construgao desse modelo foi feita por meio de aplicagdes dos axiomas e teore-
mas sobre plano projetivo.
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Figura 1: um possivel modelo para o plano projetivo de ordem 2
Exemplo: Considere agora o plano projetivo de ordem 3. De modo analogo a

construgao do modelo anterior, sabemos que cada reta incide em 4 pontos e cada
ponto incide em 4 retas. Tendo 13 pontos e 13 retas, segue um possivel modelo:

Figura 2: modelo para o plano projetivo de ordem 3

Apresentamos acima dois planos projetivos, um de ordem 2 e outro de ordem
3. Sera que existem outros? Raposo (2014) apresenta alguns resultados que nos
ajudam a responder essa questao.

Teorema 4: FExiste um plano projetivo de ordem ¢ para cada poténcia de primo
q.

E facil perceber que esse teorema diz respeito as ordens de planos projetivos que
certamente existem. Ja o proximo teorema ird nos garantir quais ordens de planos
projetivos nao existem.
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Teorema 5: (Teorema de Bruck-Ryser). Seja m um ntmero inteiro positivo.
Sen =1 ou 2 (mod 4), e ndo é a soma de dois quadrados, entdao ndo existe plano
projetivo de ordem n.

Para que possamos discutir sobre a existéncia de planos projetivos de quaisquer
ordens, considere os planos projetivos de ordem menor que 15. E facil ver que
existem as ordens 2, 3,4, 5, 7, 8, 9, 11 e 13 existem, garantidos pelo teorema 4. Ja
com o teorema 5 concluimos que os planos projetivos de ordens 6 e 14 nao existem.
Embora tenhamos feito essa analise pautada nos teoremas 4 e 5, a respeito das
ordens 10 e 12 nao podemos afirmar nada.

3 Coddigos corretores de erros

Um c6digo corretor de erros €, em esséncia, um modo organizado de acrescentar
algum dado adicional a cada informagao que se queira transmitir ou armazenar, que
permita, ao recuperar a informagao, detectar e corrigir erros. A Teoria de Codigos
é um campo de investigagao atual e muito ativo, tanto do ponto de vista cientifico
quanto tecnologico.

A Teoria de Codigos Corretores de Erros foi fundada pelo matematico C. E.
Shannon, do Laboratoério Bell, num trabalho publicado em 1948. Inicialmente, os
maiores interessados em Teoria de Codigos foram os mateméticos que a desenvol-
veram consideravelmente nas décadas de 50 e 60.

A fim de fazer a conexao dos planos projetivos finitos com os codigos precisa-
remos recorrer & alguns resultados da teoria de codigos para que possamos utilizar
elas a diante.

Assumiremos alguns resultados da algebra, na qual nao entraremos em detalhes
(corpo, espago vetorial, dimenséo, etc.).

Seja A um conjunto finito com ¢ elementos (JA| = ¢), um codigo corretor de

erros, C, de comprimento n é um subconjunto de A™. Cada elemento de C &
chamado palavra-codigo (no alfabeto A).

Se o conjunto A for um corpo finito e C' for um subespacgo vetorial de dimensao
k de A™, teremos que |C| = ¢*.

Agora apresentaremos uma sequéncia de definicbes que nos serao uteis para o
entendimento da conexao entre a teoria de codigos e os planos projetivos finitos.

Defini¢ao: Um codigo linear binario, de comprimento n, ¢ um subespago vetorial
de FQ.

Defini¢ao: Uma matriz geradora G para um céddigo linear C' é uma matriz cujas
linhas formam uma base para C'.

Dizemos que a matriz geradora esta na forma padrao se G=[I(kxzk) Bk(n—k))|.

Agora ja temos as defini¢boes necessérias para abordar o exemplo de coédigos a
partir dos planos projetivos.
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4 Relacao entre planos projetivos e codigos

Para que possamos compreender a relagao existente entre os planos projetivos
finitos e os co6digos iremos expor um exemplo de como obter um codigo a partir de
um plano projetivo, por meio da matriz de incidéncia do plano projetivo finito.

Uma matriz de incidéncia de um plano projetivo é uma matriz quadrada de
ordem n? 4 n+1 onde as retas e os pontos sao representados respectivamente pelas
colunas e linhas da matriz, de tal forma que colocamos 1 se o ponto pertence a reta
e 0 se nao pertence.

Dos planos projetivos finitos, ja sabemos que o menor plano é o de ordem n = 2
que tem 7 pontos e 7 retas. Onde ndo ha retas paralelas; na verdade, cada par de
retas compartilha um tinico ponto e cada par de pontos é contido por uma tnica
reta. Além de que cada reta contém 3 pontos e cada ponto estd em 3 retas.

Exemplo: Tomando o plano projetivo de ordem 2, a relacao de incidéncia pode
ser representada pela seguinte tabela de incidéncia:

ABF | ACE | ADG | BCG | BDE | CDF | EFG

Q= = - QlE| =
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Tabela 1: tabela de incidéncia do plano projetivo de ordem 2

Recorrendo a tabela 1 obtemos a seguinte matriz de incidéncia: Matriz de inci-
déncia do plano projetivo de ordem 2:

(1 1. 1.0 0 0 07
1 001100
01 01010
My=]10 010110
01 00101
1 000011
|00 1 100 1|

Observagao: a utilizagao do indice 2 é unicamente pelo fato de estarmos nos
referindo ao plano projetivo dessa ordem.

Nossa intencao com essa matriz de incidéncia é obter uma matriz geradora para
o codigo correspondente. Mas nao queremos essa matriz geradora de qualquer
forma, procuramos por conveniéncia obter ela em sua forma padrao. Fazendo en-
tao operagoes elementares com a matriz Ms iremos obter uma matriz linearmente
independente (L.I.):
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Além de L.I. essa matriz também é geradora do cddigo Cs, logo forma uma base
do codigo. Contudo, temos que esse codigo possui 2* = 16 palavras codigo, de tal
forma que as palavras codigo sao obtidas das combinagoes das linhas de Go:

0000000
1000011
0100101
0010110
0001111
1100110
1010101
1001100
0110011
0101010
0011001
1110000
1101001
1011010
0111100
1111111

Desse exemplo, podemos ver como produzir c6digos corretores de erros a partir

de um plano projetivo.
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