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Resumo:

As Grandezas e Medidas tém sua importancia reiterada no contexto escolar dada a sua ampla gama de utilizacéo
no dia a dia e, a partir de questdes retiradas de livros didaticos do Ensino Médio, fizemos uma analise das relag6es
entre as grandezas volume e capacidade e as grandezas area, comprimento, massa e densidade, tomando como
ponto de partida os estudos de Vergnaud sobre volume e a adaptacdo da hipotese didatica de Douady e Perrin-
Glorian sobre grandezas. Verificamos que as questdes aqui tratadas favorecem as relacfes entre grandezas e suas
propriedades, além de abordar importantes aspectos das mesmas, porém ndo trazem contextos e/ou
questionamentos realistas na utilizacdo dessas grandezas. As atividades trazidas possibilitam ao professor debater
seus elementos, contextos e propriedades e, ao fazé-lo, propor atividades investigativas com os alunos.

Palavras-chave: Volume; Capacidade; Grandezas e Medidas; Ensino Médio.

1. Introducao

Algumas utilizagdes de conhecimentos matematicos sdo de mais facil percepcdo do que
outros, como a férmula de determinacdo das raizes de uma equacgédo de segundo grau, que
embora tenha diversas aplicagdes nos mais diversos campos de conhecimento, no nosso dia a
dia ndo é facil percebé-las sem um estudo mais focado nesse contetido. Assim também acontece
com outros conteudos da matematica, como matrizes, que sd&o amplamente utilizadas em
aplicacdes computacionais, ou logaritmos, utilizados nos estudos farmacoldgicos. Entretanto,
as Grandezas e Medidas se destacam no nosso cotidiano por representarem caracteristicas
associadas a objetos e fendmenos que podem ser medidos. E o caso, por exemplo, de situacdes

de compra e venda, que podem utilizar valor monetario, volume, massa, capacidade,
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comprimento, entre outras; na culinéria, com o volume, massa, capacidade, tempo, temperatura;
em jogos, com comprimento, abertura de angulo, area, perimetro, e em diversas profissdes que
utilizam direta e indiretamente nocdes de grandezas, como na construcdo civil, corte e costura,
enfermagem, agricultura, entre outras profissdes.

No nosso dia a dia, utilizamos conceitos de Grandezas e Medidas todo o tempo, como
medidas de distancia ao nos deslocarmos ou falar sobre algum local, medida de tempo, que
estamos sempre contando e planejando, medidas de capacidade e volume ao cozinhar ou mover
objetos, situacdes que envolvem o sistema monetario, entre outras diversas utilidades. Lima e
Bellemain (2010, p. 170) afirmam que ter “conhecimentos limitados nesse campo da
Matematica restringem a capacidade das pessoas de exercerem plenamente sua cidadania”, uma
vez que nossas acles cotidianas que utilizam nog¢des de grandezas e medidas, mesmo que
inconscientemente, podem ser prejudicadas.

Pensando na utilizacdo dessas grandezas e nas diversas relagcdes que podemos explorar
em sala de aula, propomos, neste texto, uma analise de algumas atividades retiradas de livros
didaticos do Ensino Médio cujo foco sdo as Grandezas e Medidas, mais especificamente as
grandezas geomeétricas, e suas relacdes, explorando as potencialidades das mesmas e pontuando
algumas questdes as quais entendemos que precisam de uma maior aten¢do do professor

As atividades e analises aqui apresentadas foram utilizadas em uma oficina online
(DDMAT, 2023) ministrada pelas autoras no més de maio de 2023 no projeto de extenséo
Oficinas on-line: dialogos sobre propostas didaticas em matematica® Pensando em atividades
acessiveis aos professores do ensino basico, mais especificamente do ensino médio, decidimos
buscar questdes em livros didaticos para exemplificar as relagdes que julgamos importantes
para uma melhor compreensao dos conceitos em voga. Este artigo faz parte dos estudos da tese
das autoras e tem o intuito de divulgar os trabalhos que estdo em andamento no grupo de
pesquisa DDMat e no Programa de Pds-Graduacdo em Educacdo Matematica da Universidade

Federal do Mato Grosso do Sul.

2. Referencial tedrico

! Projeto de extenséo elaborado pelo Grupo de estudos em didatica da mateméatica/DDMat, desenvolvido no
ambito do projeto universal/CNPq destinado a professores e futuros professores da educagdo basica.
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Historicamente, os primeiros registros do estudo de volume datam da civilizacéo
babilonica, que viveram do século XX a XIV a.E.C?, passando pelas civilizacdes egipcia e
grega, esta Ultima na qual viveu Euclides, considerado o pai da geometria, que nos trouxe em
seus Elementos o primeiro registro da formalizacdo da geometria, mais parecida com o que
temos hoje em dia, como um campo de estudo diferente da algebra. Arquimedes, também
matematico grego, foi importante para a compreensao de volume que temos hoje enunciando o
principio da hidrostatica, que podemos entender, pensando nas relacdes entre volume, da
seguinte forma: “um certo sélido colocado em um recipiente com um liquido desloca o liquido
do recipiente para cima, isto é, une-se o volume do liquido e o volume do s6lido submerso de
acordo com a densidade do liquido” (LEAO, p. 39). Mais tarde surgiram os estudos de Cavalieri
com o principio de Cavalieri, e Leibniz e Newton, que trouxeram, com o calculo infinitesimal,
o célculo da area e volume por meio de integrais.

Atualmente o volume é compreendido como o espago que um solido ocupa e a sua
capacidade como o espaco interno de algum recipiente e, ao associar essa quantidade de espaco
com um namero, recorre-se a uma unidade de medida, chamada de volume (LIMA et al, 2006).

A partir da concep¢do matematica do volume, outras abordagens surgiram devido a
necessidade de entender esse objeto do conhecimento sob diferentes pontos de vista, como seus
aspectos didaticos, como objeto de estudo da fisica e a sua relagdo com outros conteidos da
matematica e suas praticas sociais. Vergnaud (1983) afirma que o conceito de volume é
complexo, principalmente no que concerne as suas propriedades trilineares.

A hipétese didatica de Douady e Perrin-Glorian (1989) compreende a grandeza area por
meio de trés quadros: o das grandezas, que simboliza a classe de equivaléncia dos objetos
geométricos que possuem aquela mesma area; o geométrico, no qual se aloca o objeto
geométrico em questdo; e 0 numérico, que representa o valor numérico associado aquela area,
gue depende diretamente da unidade de medida a ser utilizada. Esses diferentes conceitos
formam a compreensdo da &rea como uma grandeza, e a relacao entre esses trés quadros permite
uma melhor compreenséo desse objeto matematico, de acordo com as autoras supracitadas.

Alguns outros autores associaram as ideias referentes a grandeza area ao volume de
solidos, como Barros (2002), Oliveira (2007), Morais (2013) e Ledo (2020). A partir desta
perspectiva, podemos compreender o volume como uma relagdo entre o objeto
fisico/geomeétrico, o valor numérico resultado da fun¢do volume e uma unidade de medida. Esta

perspectiva permite entender algumas relacoes que perpassam o volume e capacidade.

2 “Era comum ¢ o periodo que mede o tempo a partir do ano primeiro no calendario gregoriano.” (ERA
COMUM, 2019), similar ao A.C e d.E.C. é similar ao D.C.
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Outra perspectiva que nos ajuda a compreender esses objetos de conhecimento e suas
relagdes sdo os estudos de Vergnaud (1983). O autor compreende o volume como uma grandeza
fisica mensuravel unidimensional e tridimensional, a depender da situacao proposta, e também
como uma estrutura multiplicativa, que pode ser uma propor¢do multipla ordinaria ou um
produto de medidas. O volume como grandeza fisica pode ser comparado, medido, aproximado,
inferido, além de outras operacdes que podem ser realizadas e nos ajudam a compreender
melhor o conceito.

A concepcdo do volume como grandeza unidimensional se revela quando fazemos
operacbes de comparacdo, medicOes, estimativas e somas, transformacgdes de
volume/capacidade, além de procedimentos de conservacdo de volume, que ndo levam em
consideracdo a utilizacdo da formula. Ja o volume visto como grandeza tridimensional se
apresenta em situacGes que possibilitam uma analise fisico-geométrica do espaco e uma
aplicacdo dessa andlise no numérico e dimensional, essa perspectiva pGe em jogo a
proporcionalidade em relacdo a outras grandezas independentes entre si.

Pensando nessas perspectivas, analisaremos aqui algumas atividades encontradas em
livros didaticos do Ensino Médio relacionadas as grandezas volume e capacidade e suas
relagbes com outras grandezas e que podem ser propostas em sala de aula na perspectiva do
paradigma questionamento do mundo (CHEVALLARD, 2013), que se baseia na busca por

respostas, no impeto de descobrir coisas novas quando se tem uma pergunta em mente.

3. Metodologia

Esta pesquisa tem uma abordagem qualitativa e se propde a analisar algumas das
atividades apresentadas durante a oficina ministrada pelas autoras (DDMAT, 2023) em relagéo
as grandezas volume e capacidade e as suas relacbes com outras grandezas, como massa, area,
comprimento e densidade. Para tal, foram escolhidas 3 questfes apresentadas na oficina e
discutidas aqui considerando as propriedades abordadas, potencialidades e possiveis equivocos
que podem acontecer tanto pelo professor quanto pelo aluno ou livro didatico, além de ressaltar
as relacOes entre grandezas diversas que podem ser trabalhadas e quais caracteristicas e
conceitos podem potencializar o aprendizado da grandeza em questéo.

Focamos também na contextualizacdo das questBes e se elas tém potencial para o
desenvolvimento de pesquisas em sala de aula, de agucar a criatividade do aluno e de gerar
mais questionamentos, possibilitando a construgédo de conhecimentos diversos, dentro e fora da

matematica. Verificamos também quais contetdos relacionados a BNCC (BRASIL, 2018)
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podem ser trabalhados nestas questdes, uma vez que o professor precisa estar atento ao curriculo
vigente e suas aulas devem ser planejadas pensando também nas habilidades e competéncias
descritas na BNCC e nos curriculos locais. Os livros utilizados sdo todos adotados em escolas
brasileiras de Ensino Médio e aprovados no PNLD de 2020 (BRASIL, 2019).

4. Resultados e discussao

Como uma primeira atividade, trazemos uma questdo que mostra uma embalagem de
gel de cabelo e pede ao aluno que recrie a embalagem com um formato diferente, mas com a
capacidade aproximadamente igual. Na Figura 1 podemos ver um recipiente em formato

cilindrico com um rétulo de gel.

67. Paraarmazenar ogelfixadorde cabelo, contido
( naembalagemaseguir, uma empresaplaneja
criar uma embalagem com outro formato.

Elabore o projeto de Com base nas informacoes do enunciado e no
uma nova embalagem seu projeto de embalagem, elabore um pro-
para o armazena- blema em que seja necessario utilizar ideias

associadas a volume e area de figuras geo-
métricas espaciais. Em seguida, troque seu
tenha formato dife- problema com um colega para que um resolva
rente do apresentado, o do outro. Juntos, verifiquemn se as respostas
mas com capacidade aproximadamente igual. estao corretas. Resposta pessoal.

Para isso, represente essa nova embalagem

com desenho, indicando suas medidas, e apre-

sente os respectivos calculos.

mento do gel fixador,
de maneira que esta

BENTINHO

Figura 1: SOUZA, 2020, p. 123

Alguns dos conceitos que podemos trabalhar com essa questéo sdo as propriedades de
solidos geométricos, relacdes entre areas e volumes de figuras diferentes, propor¢do, entre
outros. Essa atividade pode ser considerada uma questdo de producdo, na qual o aluno precisa
supor as dimensdes da embalagem, calcular seu volume e em seguida produzir um sélido com
um volume similar. Nesta questdo o aluno investiga os aspectos tridimensionais do volume no
que concerne a associacdo de medidas da embalagem dada e a construcdo da nova embalagem,
além de relacionar os quadros geométrico, numérico e possivelmente das grandezas.

Uma habilidade da BNCC que se encaixa nos conceitos trabalhados nessa questéo é a

EM13MAT309: Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo de areas totais
e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos (cilindro e cone) em situac6es
reais, como o célculo do gasto de material para forrages ou pinturas de objetos cujos
formatos sejam composic¢des dos sélidos estudados (BRASIL, 2018, p. 529).
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Tendo como referéncia embalagens diversas de cosméticos com esse formato e formatos
variados, questionamos: pode-se supor que a embalagem ndo vem totalmente cheia de produto,
entdo como considerar o espaco dentro da embalagem que ndo contém produto? Como
encontrar a capacidade dessa embalagem mesmo tendo as suas medidas comprimento exterior?
O aluno precisa supor que ao mudarmos o formato da embalagem a sua capacidade permanece
a mesma, mas o volume exterior € igual a capacidade do recipiente? Para responder estas
questdes podemos nos basear em outras embalagens de cosméticos, nas quais a embalagem €
produzida em um material relativamente grosso e o volume externo do recipiente ndo da
indicios do volume de seu conteudo. Tome como exemplo a embalagem da Figura 2, que
embora venha 30ml de volume de conteldo, sua embalagem externa mede aproximadamente

64,49cm3 (64,49ml), mais do que o dobro do seu contetdo.

1,75cm

Figura 2: Embalagem de creme. Fonte: Imagens do Google

A partir destes dados e conhecimentos prévios, poderiamos perguntar em sala de aula:
gual formato de embalagem tem o melhor custo-beneficio? Por que sdo utilizadas embalagens
grandes para pouco contetdo? A partir desses questionamentos chegamos a uma das
propriedades de volume e capacidade que os livros costumam ignorar: N&o existe recipiente de
volume nulo. Com isso queremos dizer que utilizar as dimensdes externas para o calculo da
capacidade de um recipiente ndo é um calculo preciso e que algumas vezes foge da realidade.

Embora a atividade em questdo possibilite ao aluno trabalhar conceitos e relagdes

importantes entre as grandezas area, volume, capacidade e comprimento, é importante
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ressaltarmos as questdes pontuadas acima e a partir delas e de outras que podem surgir em meio
a discussao, tanto do professor quanto do aluno, o professor pode dar inicio a um trabalho de
pesquisa em sala de aula que tem potencial para a construcdo de muitas outras habilidades, tanto
no campo da pesquisa, quanto dentro da matematica e em outros campos do conhecimento.

A segunda questdo aqui proposta trata de uma obra em que foi necesséria a escavacao
do terreno para fazer a fundagdo. Podemos observar que a fundagdo é composta de uma parte

cilindrica e outra em formato de paralelepipedo reto.

T o evw pan

15. Em certa obra serdo necessarias 12 fur';'dagﬁes"lque
fardo parte de seu alicerce. Cada fundagao é com-
posta de uma parte com formato cilindrico reto e
outra parte com formato de paralelepipedo retan-
gulo, de acordo com as medidas indicadas abaixo.
Calcule, em metros clbicos, a quantidade de terra

retirada para a construcao das fundagoes.
Abroximadamente 24.46 m”.

Figura 3: CHAVANTE, PRESTES, 2020, p. 124

Nessa questdo os aspectos tridimensionais do volume sdo bem evidenciados, é
necessaria a transformacéo de unidades de medida para o calculo requerido. O aluno explora os
quadros geométrico, das grandezas e numérico, além de aspectos tridimensionais do volume.

As habilidades que podem ser trabalhadas nessa atividade sdo:

EM13MAT201: Propor a¢des comunitarias, como as voltadas aos locais de moradia
dos estudantes dentre outras, envolvendo céalculos das medidas de area, de volume, de
capacidade ou de massa, adequados as demandas da regido; e EM13MAT309:
Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de areas totais e de volumes
de prismas, pirdmides e corpos redondos (cilindro e cone) em situagdes reais, como 0
calculo do gasto de material para forragdes ou pinturas de objetos cujos formatos
sejam composic¢Bes dos solidos estudados (BRASIL, 2018, p. 526, 529).

Ao trazer essa questdo nos perguntamos se 0 volume de terra retirada do buraco sera
igual a capacidade do buraco deixado ao retirar essa terra. A resposta a essa pergunta é
provavelmente ndo. Devido a um efeito chamado de compressibilidade do solo®, a areia, antes
comprimida no buraco, tinha seu volume reduzido devido as cargas aplicadas sobre sua

superficie, entdo ao retirar a areia ela se descomprime, aumentando assim o seu volume.

% Para saber mais sobre o tema, sugerimos o artigo de Silva e Cabeda (2006).
7
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Entendemos que a massa de areia dentro e fora do buraco permanece a mesma, mas o volume
de areia retirado do buraco ndo € o mesmo que a capacidade desse buraco.

A partir dessa questdo o professor pode perguntar ao aluno sobre a compressibilidade
do solo, propondo um experimento concreto, questionando quais as propriedades
fisicas/quimicas que sdo alteradas nesse processo, entre outras que podem surgir ao longo do
caminho. Ao discutir sobre a compressibilidade do solo, pode trabalhar ainda com grandezas
relacionadas, como a densidade, massa e a area.

A terceira atividade, que pode ser observada na Figura 4, trata de embalagens para um
mesmo produto em dimensdes diferentes, conservando o seu formato, e o seu valor de compra,
e pergunta a medida aproximada da altura da embalagem menor, dada a altura da embalagem
maior. Nesta questdo pode-se explorar 0s conceitos de area, comprimento, volume, capacidade
e massa, além de razao e proporcao. Nesta questdo o aluno trabalha com os quadros numerico
e geométrico da grandeza volume, além dos aspectos tridimensionais e unidimensionais na

proporc¢ao.

89. Nas prateleiras de supermercados é comum encontrar-
mos o mesmo produto sendo ofertado em embalagens
semelhantes com tamanhos diferentes. Geralmente,
quando compramos a maior embalagem, recebemos
um desconto em relacdo a compra de embalagens me-
nores na mesma proporcdo. Em determinado estabele-
cimento, 200 g de cacau em pé custam R$ 4,19 e 400 g
do mesmo produto e da mesma marca custam R$ 6,99.
— Apesar de a medida de volume da embalagem maior
- ser o dobro da menor, a medida de comprimento da
altura ndo corresponde a mesma proporgao. Sabendo
gue a embalagem de 400 g de cacau em pd tem 16 cm
de medida de comprimento da altura, qual alternativa
corresponde a medida de comprimento da altura apro-
ximada, em centimetros, da embalagem de 200 g?
(Use: 32 =1,26)

a) 10,8 c) 12,1 e) 13,2
b) 11,6 d) 12,7

Fotos: GruffifShutterstock

Embalagens de tamanhos diferentes.

Figura 4: DANTE, VIANA, 2020, p. 119

As habilidades da BNCC que essa atividade pode abarcar sao

EM13MAT103: Interpretar e compreender o emprego de unidades de medida de
diferentes grandezas, inclusive de novas unidades, como as de armazenamento de
dados e de distancias astrondmicas e microscépicas, ligadas aos avangos tecnoldgicos,
amplamente divulgadas na sociedade; e EM13MAT309: Resolver e elaborar
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problemas que envolvem o calculo de areas totais e de volumes de prismas, piramides
e corpos redondos (cilindro e cone) em situages reais, como o calculo do gasto de
material para forracBes ou pinturas de objetos cujos formatos sejam composic¢des dos
solidos estudados. (BRASIL, 2018, p. 525, 529)

Nesta questdo podemos perguntar aos alunos se ao duplicar a massa do contetido da
embalagem, nesse caso 0 volume ja que se trata do mesmo composto, 0 cacau em po, estamos
necessariamente duplicando o volume da embalagem? O espaco dentro da embalagem que fica
vazio seguira a mesma proporcao? Percebemos que na questdo em destaque o autor apenas
afirma que o volume da embalagem é o dobro, dando a entender que devido ao volume do cacau
ter dobrado, o volume da embalagem segue a mesma propor¢do, dando a impressdo
(equivocada) de que o volume do recipiente € diretamente proporcional ao volume da
embalagem.

Outro ponto a questionar é a relacdo entre massa e capacidade, trabalhando conceitos
de massa e densidade, além de questdes de custo-beneficio, perguntando aos alunos se eles
fazem a verificacdo do preco das coisas no supermercado, que as vezes o produto menor tem
um melhor custo-beneficio do que o maior, que deveria ser mais econémico. A partir dessa
atividade o professor pode discutir em sala de aula como verificar se um produto tem um melhor
custo-beneficio, observar a massa dos produtos e ndo apenas a embalagem, a diferenca entre
peso bruto e peso neto ou liquido.

Com estas questdes retiradas de livros didaticos acessiveis aos professores, podemos
questionar sobre conceitos da prépria matematica e fora dela que podem potencializar a
aprendizagem além de propor percursos de pesquisa baseados em questionamentos do professor
e dos alunos e que podem chegar a resultados diversos e, quem sabe, engajar os alunos em uma
pesquisa cientifica.

E preciso reiterar que para uma boa compreensdo das grandezas geométricas é de
fundamental importancia diferenciar bem as propriedades de cada conceito, além de propor
situacOes diversas que permitam ao aluno comparar, produzir e calcular o volume e a
capacidade de solidos e recipientes, que favorecam o0s aspectos tridimensionais e
unidimensionais e a relagdo com outras grandezas. O trabalho com as grandezas e medidas é
essencial para que o aluno compreenda o mundo ao seu redor e enfrente seus problemas com o

auxilio da matematica.

5. Consideracdes finais
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Este artigo teve o intuito de trazer uma analise de algumas questdes que foram
exploradas em uma oficina online apresentada pelas autoras para professores do Ensino Médio
(DDMAT, 2023) especificando as relacdes entre as grandezas tratadas, algumas questdes que
o professor pode levantar a respeito das questdes, as habilidades da BNCC que podem ser
associadas a contextualizacdo das atividades.

As questdes propostas relacionaram volume, capacidade, area, comprimento, massa,
densidade, além de contetdos além das grandezas e medidas, como raz&o e propor¢éo, custo-
beneficio e questdes de engenharia como a compressibilidade do solo. Alguns questionamentos
foram levantados sobre a elaboracéo das atividades e que o professor deve ficar atento, além de
tentar trabalhar com exercicios variados e que perpassem os trés diferentes conceitos que
formam a concepcdo de uma grandeza, de acordo com Douady e Perrin-Glorian, além de
trabalhar os aspectos tridimensionais e unidimensionais do volume. Também permite reiterar
que o volume é diferente da capacidade, mostrar situacdes em que essa diferenca seja
perceptivel ao aluno e que ele possa diferenciar bem os conceitos destas grandezas e das outras
relacionadas, como a area, comprimento, massa e densidade, como atividades de planificacao,
gue costumam ilustrar bem as diferencas entre area, volume e comprimento, além de atividades
com objetos ocos e preenchidos para diferenciar o volume da capacidade.

Outras propostas que o professor pode levar a sala de aula para trabalhar esses e outros
conceitos € a relacdo entre massa e volume em embalagens, a necessidade de conter ar em
alguns produtos e em outros ndo, como é o caso da batata chips que precisa conter ar e as
embalagens a vacuo, além de diversas outras questdes que perpassam o estudo das grandezas e
medidas e que podem aflorar a curiosidade dos alunos na prépria matematica e/ou em outros
campos do conhecimento. E, como afirmam Bellemain, Bibiano e Souza (2018, p. 14), “O
esquecimento da nogdo de grandeza fecha a Matematica sobre si mesma. No sentido contrario,
a exploracdo do universo das grandezas constitui-se no ponto de partida da exploracdo

matematica da diversidade do mundo”
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