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RESUMO: Neste artigo fazemos um estudo sobre producdo de provas, visando ndo apenas a
identificar tipos e niveis de validagdes produzidos por alunos, mas também investigar possibilidades
de aprendizagem, tanto no que concerne ao uso da linguagem matematica quanto ao de generalidade
envolvidas na producéo de niveis mais elevados de provas. Sdo estudadas descobertas, formulagdes e
validagdes, linguagem matematica utilizada, bem como tipos e niveis de provas que os alunos
produzem. Para a coleta de dados utilizamos a Engenharia Didatica, instituida por Artigue, a qual
utilizamos tanto para identificar tipos e niveis de provas que eles produzem, bem como para investigar
aprendizagens observadas na resolucdo problemas envolvendo conjecturas no conjunto dos nimeros
inteiros. NGs nos interrogamos sobre as validagdes ocorridas durante o desenvolvimento das atividades
da sequéncia didatica. A partir da analise de producdes de alunos, durante as sessdes realizadas em
sala de aula, foi possivel identificar algumas provas da tipologia de proposta por Balacheff, bem como
outras encontradas no trabalho de Freitas. Nas produc6es dos alunos, analisadas até 0 momento, foram
observados indicios de aprendizagem, tanto no que se refere ao dominio da linguagem quanto aos
niveis de provas que os alunos produzem.

PALAVRAS-CHAVE: Educacdo Matematica. Ensino Médio. Validacdo Algébrica.

1. Introducéo

Tendéncias atuais em Educacdo Matematica apontam para a necessidade de ir além do
dominio da técnica, ou seja, ndo basta tomar uma férmula e aplica-la, é igualmente importante
entender sua origem e por que a mesma € verdadeira.

Em nosso levantamento bibliografico, percebemos por que a constru¢do de provas
pelos alunos é um assunto que causa angustia em alguns pesquisadores brasileiros.
Destacamos Pietropaolo (2005), que apresenta em sua tese a existéncia de muitas pesquisas,
envolvendo provas na Educacdo Bésica. Esse pesquisador identificou a presenca do senso
comum entre os professores de Matematica entrevistados, no qual a prova é vista como
“contetido” e como recurso pedagdgico bastante rico em sala de aula, mas desde que se
admita um sentido maior para essa palavra e ndo a simples reproducdo — pelo aluno e
professor — das provas presentes nos livros, mas sim o “fazer matematica” em sala de aula,
envolvendo assim experimentacdes, conjecturas e argumentacoes.

Encontramos também, na dissertagdo de Leandro (2006), o estudo diagndstico das
validacoes realizadas por alunos do Ensino Médio de uma escola localizada em S&o Paulo, no

qual ele se apoiou na Tipologia de Provas de Ballacheff (1988), que é resultado de sua tese de
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doutorado. O pesquisador aponta as dificuldades dos alunos ao construirem e elaborarem
provas matematicas, desde as mais empiricas até as mais formais. Em seu trabalho, ao analisar
uma classe particular de problemas, ele identifica a existéncia de diferentes tipos e niveis de
prova em Matematica.

Healy e Hoyles (2000) realizaram um estudo sobre concepcdo de provas matematicas
produzidas por alunos ingleses com idades entre 14 e 15 anos. Constataram que 0 empirismo
é muito forte e que os alunos possuem muitas dificuldades na elaboracdo de provas mais
formais. Como resultado, chegou-se a conclusdo de que tais dificuldades ndo se devem
somente a competéncia dos alunos, mas também a fatores curriculares, pois as demonstraces
matematicas sdo pouco trabalhadas em sala de aula. Os questionarios elaborados por esses
pesquisadores ja foram adaptados e utilizados em varios paises.

Ha varios estudos dedicados & passagem da Aritmética para a Algebra. Essa passagem
tem se mostrado fonte de dificuldades para um grande nimero de alunos, dentre elas aquelas
ligadas a introducdo do formalismo algébrico (Chevallard 1985 e 1989, Gallardo 1988,
Vergnaud 1988). No entanto, trabalhos sobre o aprendizado da demonstracao sao frequentes
para conteldos de Geometria, mas poucos sdo os estudos especificos sobre processos de
prova na resolucio de problemas de “Aritmética-Algebra”.

Como o estudo que aqui apresentamos esta centrado em conjecturas e provas no
conjunto dos inteiros e em problemas na passagem da Aritmética para a Algebra, priorizamos
a andlise de trabalhos de alguns autores, cujos objetos de estudo estdo mais proximos dessa
temaética.

No trabalho realizado por Freitas (1993), relativamente ao campo da Aritmética-
Algebra, foram identificados dois tipos de provas intelectuais: a prova por enunciados e a
prova algébrica. Essa distincdo foi feita levando em conta de um lado, a linguagem
empregada (linguagem natural versus linguagem algébrica); de outro, o funcionamento mental
inerente. Segundo Freitas (2007), a atividade de validacdo dos alunos depende tanto do
dominio da linguagem quanto do conteudo:

Nas duas categorias de provas, “pragmaticas” e “intelectuais”, produzidas
pelos alunos observamos tanto tratamentos de registros, quanto conversoes
entre trés tipos de registros de representacdo: linguagem natural, numérica e
algébrica. Observamos que a atividade de validacdo é indissocidvel do
registro utilizado, ou seja, que a provas produzidas pelo aluno dependem
tanto do seu dominio sobre registro de representacdo quanto do nivel de
conhecimento sobre o conteudo representado. (FREITAS, 2007, p.123)

No tipo “prova por enunciados”, a formulacdo da sequéncia dedutiva das afirmacdes ¢

apresentada em linguagem natural, enquanto que no tipo “prova algébrica” a seqiiéncia de
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afirmacGes prioriza o emprego de codigos simbolicos da linguagem algébrica para atingir
relacOes gerais. Nesse trabalho, identificou-se que muitos alunos, de inicio do Ensino Médio,
diante de certos problemas que exigem um nivel mais elevado de abstracdo ou de
generalizacdo, insistiam em verificar exemplos aritméticos particulares, permanecendo no
nivel empirico de validac&o sem atingir o nivel adequado.

Ainda no que concerne ao aprendizado da Algebra, em nivel dos anos finais do Ensino
Fundamental e Meédio, constata-se que um dos principais objetivos é desenvolver a
capacidade de utilizacdo de simbolos, que inclui tanto o calculo algébrico quanto a
modelagem e o estudo de variagdo. Segundo Ponte (2000), o pensamento algébrico deve
igualmente incluir a capacidade de lidar com estruturas matematicas e usé-las na interpretacdo
e resolucdo de problemas matematicos ou de outros dominios e, em particular, na validacédo
algébrica de conjecturas.

Ponte (2003) desenvolve atividades de investigacdo com alunos de faixa etéaria entre
12 e 14 anos, para uma variedade de problemas envolvendo a producdo e validagdo de
conjecturas, alguns bastante proximos daqueles por nés trabalhados. Dentre suas conclusdes,
ele identifica a “partilha de conhecimentos” como um aspecto importante desse trabalho:

Os alunos podem po6r em confronto as suas estratégias, conjecturas e
justificagBes, cabendo ao professor desempenhar o papel de moderador. O
professor deve garantir que sejam comunicados 0s resultados e 0s processos
mais significativos da investigacdo realizada e estimular os alunos a
guestionarem-se mutuamente. Essa fase deve permitir também uma
sistematizacdo das principais idéias e uma reflexdo sobre o trabalho
realizado. (PONTE, 2003, p. 41)

A partir desses estudos desenvolvemos um trabalho visando ndo apenas a identificar
tipos e niveis de provas produzidos, mas também a investigar possibilidades de aprendizagem,
tanto no que concerne ao uso da linguagem matematica quanto ao de generalidade envolvido

na producao de niveis mais elevados de provas.

2. Referencial tedrico e metodoldgico

Dois foram os referenciais teoricos basicos sobre os quais nos apoiamos na
conducdo desta pesquisa: a Teoria das Situagdes Didaticas, proposta por Brousseau (1986)
e 0 modelo de producdo de provas de Balacheff (1988). No que concerne a parte
metodologica, para coleta e analise de dados sobre provas produzidas e aprendizagens
realizadas pelos alunos, nos apoiamos na Engenharia Didatica proposta por Artigue
(1988). Consideramos que esses referenciais sdo adequados para as analises das

dimens0es tedrica e experimental de nossa pesquisa, pois além de integrarem um mesmo
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programa epistemoldgico, acreditamos que, neste caso, eles se complementam quanto as

abordagens que fizemos.

Para a andlise das validacdes produzidas pelos alunos tomamos por base o modelo
proposto por Balacheff (1988). A partir de uma grande quantidade de producdes de alunos,
diante de um problema de Geometria Combinatdria, ele identifica e hierarquiza quatro tipos

de provas, que séo 0s seguintes:

- Empirismo ingénuo: Afirma-se a verdade de uma proposicao apés a verificacao de
alguns casos particulares. E considerado o primeiro passo no processo de generalizacao.

- Experimento Crucial: Afirma-se a verdade de uma proposicéo apés a verificacao de
casos particulares, seguido da verificagdo de um caso especial, geralmente ndo familiar. A
diferenca principal com relacdo ao empirismo ingénuo é que o individuo, apds verificar a
validade da proposicdo para alguns casos particulares ainda ndo se da por satisfeito e sente a
necessidade de testar mais um caso “especial” para tirar a davida.

- Exemplo Genérico: Afirma-se a verdade de uma proposi¢cdo apds a manipulacdo de
um caso particular, mas de modo a considera-lo com uma caracteristica que representa uma
classe de objetos.

- Experimento mental: Afirma-se a verdade de uma proposicéo, de forma genérica,
apos conceber internamente as agdes realizadas sobre as proposicées em questdo. Neste caso,
o texto da prova indica generalidade e advém de uma tentativa de revelar uma classe de
objetos.

Segundo Balacheff (1988), sdo consideradas pragmaticas as provas apresentadas no
nivel do empirismo ingénuo e do experimento crucial. As provas apresentadas ao nivel do
exemplo genérico representam um momento de passagem entre as provas pragmaticas e as
conceituais. O experimento mental j& representa, nesse contexto, uma prova conceitual. Ainda
nesse trabalho, Ballacheff (1988) propde um nivel superior ao experimento de pensamento
denominado por ele “Calculo nas Afirmagdes”. Nesse nivel, as provas conceituais se parecem
muito com o que conhecemos por demonstracdes.

Além dos tipos acima identificados na Tipologia de Provas de Ballacheff (1988),
Freitas (1993), em seu trabalho de doutorado com alunos variando de idade entre 3 a 16 anos,
estudando problemas situados da passagem da aritmética para a algebra, identificou outros
tipos de prova, os quais podem ser classificados em nivel de experimento mental de
Balacheff. Esses tipos de prova ndo foram analisados por Balacheff, mas podem aparecer

guando se exploram outros tipos de problemas fora do contetdo de Geometria Combinatoria.
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No campo de problemas envolvendo aritmética e algebra, foi observado que, diante de
algumas situacodes, para certos alunos, o empirismo e a experiéncia crucial tém valor de prova
(e somente nestes casos nos falamos de provas pragmaticas), enquanto que para outros esse
tipo de procedimento constitui somente um meio de descoberta da conjectura. Ha casos em
que, apds uma fase de tentativas empiricas (ensaios numéricos sucessivos), os alunos

elaboram uma prova “por enunciados”.

As provas por enunciados: N6s designamos assim as provas de nivel
intelectual que consistem em organizar diversas proposi¢es em linguagem
natural, cada uma dessas proposigdes elementares sendo consideradas como
verdadeiras pelo sujeito. Sdo construcdes intelectuais fundamentadas em
teorias, em geral ndo formalizadas e ndo completamente explicitadas. Na
operacdo que consiste em organizar enunciados em linguagem natural, o
raciocinio do aluno apoia-se em proposi¢des que podem ter status e valores
epistémicos diferentes. (FREITAS, 2007, p. 119)

Quando a “prova por enunciados” explicitar todos os enunciados das propriedades
utilizadas, ela sera chamada de prova por enunciados completa. Caso haja propriedades

implicitas, chaméa-la-emos de prova por enunciados incompleta.

Para a analise da evolucdo das aprendizagens dos alunos nos apoiamos no modelo
da Teoria das Situacbes Didaticas de Brousseau (1988). Segundo ele, para que ocorra
aprendizagem € necessario que haja interacdo do aluno com um meio, fonte de
desequilibrios e contradictes, ao qual ele deve buscar se adaptar. E nesse processo de
adaptacdo, de busca de novas respostas para os desafios encontrados, que ele produz
novos conhecimentos os quais confirmam que ele aprendeu. De maneira sucinta, segundo
esta teoria, o professor deve procurar efetuar a devolucdo de bons problemas aos alunos,
que sejam adequados para a aprendizagem de conceitos e contetdos desejaveis. O
professor deve criar situagdes possibilitem que o aluno entre no jogo, ou seja, que aceite 0
problema como seu e mergulhe em momentos ou fases adidaticas de acdo, formulacgdo e
validacdo. A medida que o aluno consegue agir, falar ou pensar e efetuar descobertas, ele

estara construindo ou reconstruindo conhecimentos.

No desenvolvimento experimental de nossa pesquisa, para as atividades
integrantes das sessdes da sequéncia didatica desenvolvidas com os alunos, buscamos
fazer com que elas fossem ricas em fases adidaticas, as quais deveriam aos alunos se
comportar de maneira semelhante ao pesquisador. O processo de planejamento,
elaboracdo, aplicacdo e andlise da seqliéncia € o que constituiu a Engenharia Didéatica

proposta por Artigue (1988), com a qual buscamos investigar 0 objeto, que é a
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identificacdo de tipos de validagdes ou de refutagdes de conjecturas com diferentes niveis
de dificuldades, por alunos do 3° ano do Ensino Médio. Além de identificar tipos e niveis
de provas produzidas pelos alunos, pretende-se investigar possiveis aprendizagens no que

concerne ao dominio da linguagem e aos niveis de provas por eles produzidas.

No primeiro momento da Engenharia, referente as analises prévias, foi realizada uma
revisdo de literatura e investigacdo de tipos de problemas que apresentam conjecturas no
campo dos numeros inteiros, tanto em livros didaticos como em outras publicacbes. Em
seguida coletamos e analisamos varias atividades e construimos um conjunto de situacdes,
constituindo uma sequéncia didatica, para a qual foram previstas dez sessdes aplicadas em
sala de aula. Nessa fase estruturamos uma andlise a priori completando a elaboracdo da
sequéncia didatica, composta de uma diversidade de conjecturas que permitem o uso de
registros aritméticos, lingua natural e algébrica, bem como diferentes niveis de validacdo. Na
fase atual concluimos a aplicacéo da sequéncia didatica, cuja descri¢do de alguns aspectos que

consideramos importantes, apresentamos a seguir.

3. Desenvolvimento experimental e analise de produces de alunos

A populacao foi constituida por 10 alunos de 32 série do Ensino Médio de um Colégio
Particular, da cidade de Campo Grande/MS. Esses 10 alunos pertenciam a varias salas e
aceitaram o convite para participar da pesquisa de forma voluntaria, que acabou formando um
grupo de alunos interessados. Cada sessao teve duracdo de aproximadamente duas horas e foi
realizada uma vez por semana, fora do periodo normal de aulas, ou seja, para 0s alunos que
dela participaram caracterizou-se como atividade extraclasse. Em cada sessdo, ao término de
cada atividade, num tempo que varia de 5 a 10 minutos, o professor pesquisador realizou com
a turma uma breve discussao sobre suas producdes e dificuldades encontradas e em seguida
promoveu uma fase de institucionalizacdo. Por limitagdes de espago e tempo apresentamos

com mais detalhes apenas a primeira das 10 sess6es ja realizadas.

A SESSAO 1 foi composta das seguintes atividades:

Atividade 1. Observe as afirmacfes abaixo. Verifique se séo verdadeiras e justifique suas
respostas através de provas matematicas.

1. A soma de dois nimeros pares é sempre par.

2. A soma de trés numeros pares € sempre par.

3. A soma de n nUmeros pares é sempre par.

Atividade 2. Resolva os problemas, justificando suas respostas.
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1. A soma de trés nimeros consecutivos é sempre multiplo de trés?

2. A soma de quatro numeros consecutivos é sempre multiplo de quatro?

3. A soma de 5 nimeros consecutivos é sempre multiplo de cinco?

DESAFIOS: Verifique se cada uma das afirmacdes abaixo € verdadeira ou falsa e apresente
uma justificativa matemética para cada resposta.

A soma de uma quantidade impar de nimeros impares é sempre um numero impar.

A soma de n nimeros inteiros consecutivos é sempre um maltiplo de n, se n é par.

A soma de n nimeros inteiros consecutivos é sempre um multiplo de n, se n é impar.

Com relagdo a atividade 1 previamos que a maioria dos alunos apresentaria solugdes
do tipo empirismo ingénuo, pelo fato de que a representacdo geral de um ndmero pare
qualquer na forma 2k, ke Z e de um namero impar na forma 2k+1, ke Z ndo havia sido muito
trabalhada em sala de aula. Além disso, normalmente os alunos sdo pouco estimulados, pelos
professores e pela escola, a produzirem justificativas matematicas formais, uma vez que as
mesmas quase ndo sdo cobradas nos exames vestibulares. De fato, essa previséo se confirmou,
pois apenas dois alunos utilizaram letras na tentativa de produzirem provas usando notacdes
simbolicas. Além disso, a letra utilizada no discurso matematico do aluno TR pode ser
caracterizada, ndo como variavel funcional, mas como uma vontade de representar uma

caracteristica geral.

Como ilustracéo, apresentamos abaixo a solugdo produzida por TR para o item 2 da
atividade 1, a qual pede para verificar e justificar a veracidade da afirmagdo: “A soma de trés
nameros pares ¢ sempre par”. A resposta de TR ¢ a seguinte: Verdadeiro. Todo numero par é
multiplo de 2, logo a soma de trés numeros pares € 2n, onde n é a soma dos quocientes de X,
Y e Z por 2.

BR foi o Unico aluno que produziu uma prova algébrica, usando a letra com alto nivel
de generalidade. Como ilustracdo, apresentamos abaixo a solugéo produzida por BR para o

mesmo item 2 da atividade 1. A resposta de BR é a seguinte: Verdadeiro. Se um nimero
- , . n
inteiro n é par, ele pode ser escrito na forma n = 2a, onde a = 5 eacel

np+n,+ny=2a;+2a, +2a3 =2 (a;+a +as) Par

Podemos observar que este aluno BR teve o cuidado de usar indices diferentes,
mostrando que percebeu que os numeros impares podem ser distintos. Para as demais
atividades da sessdo ele manteve o mesmo padrdo de respostas, mostrando que possui maior

nivel de conhecimento matematico sobre esse tipo de contetdo.
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Quase todos demais, para esta atividade 1, apresentaram respostas do tipo sim ou ndo
seguidas de exemplos. Ha casos em que, apesar de apresentar poucos apenas trés exemplos, é
possivel interpretar que houve ndo permaneceram no tipo empirismo ingénuo, mas que
chegaram ao tipo experiéncia crucial. E o caso do aluno LN, que para o item 1 da atividade 1,
a qual pede para verificar e justificar a veracidade da afirmagdo: “A soma de dois nimeros
pares ¢ sempre par”’. Resposta de LN: Sim, ex. 2 + 2 =4, 4 + 32 = 36, 4.044 + 8.316 =
12.360 .

Neste caso, observamos que ele fez dois calculos com a soma de dois numeros
relativamente pequenos e em seguida fez o calculo com dois nimeros muito maiores. 1sso
pode ser interpretado que ele ficou com ddvida se a propriedade era sempre vélida e resolveu
fazer mais um teste para a soma dos nimeros 4.044 + 8.316. Esta adicdo pode ser por nés
caracterizada como uma “experiéncia crucial” no sentido de Balacheff.

Como dissemos anteriormente, ao final da atividade 1 desta SESSAO 1 foram
recolhidas as folhas com as producdes de cada aluno e, em seguida, realizamos discussoes
com os alunos sobre as solugdes por eles apresentadas. Ao final houve um pequeno momento
de institucionalizacao, incluindo a analise das solu¢bes produzidas por BR, que certamente foi
a mais valorizada por todos.

Em seguida foi distribuida outra folha para cada aluno, a qual continha a atividade 2.
Era esperado que grande parte dos alunos realizasse tentativas numéricas antes de se
empenhar na producdo de algum tipo de prova de nivel mais elevado, por meio do uso de
linguagem algébrica ou de algum outro tipo de teorizacdo ou formalizacdo. No entanto,
observamos que, para esta atividade 2, a quantidade de alunos que buscou solucdes
algébricas aumentou significativamente. Desde o inicio quase todos buscaram encontrar a
solucdo por meio do uso de registros algebricos. Como as atividades apresentavam baixo
nivel de dificuldade e como eles ja tinham participado da institucionaliza¢do das solugdes dos
problemas da atividade 1, quase todos acertaram todos os itens desta atividade. A surpresa
maior foi que mesmo para o item 2, que trazia a seguinte pergunta: “A soma de quatro
nimeros consecutivos ¢ sempre multiplo de 4?”, a metade dos alunos respondeu usando
calculos algébricos, ao invés de apresentar um simples contra-exemplo. Donde se pode inferir
que esses alunos passaram a valorizar mais as solugdes para as quais se utilizam simbolos
algébricos. Como ilustracdo apresentamos a seguir a resposta do aluno RT: Sejam n, n+1,
n+2, n+3, nimeros inteiros e consecutivos. Fazendo a somaentren+n+l+n+2+n+3=
4n+6,n eZ.

Logo a soma de quatro consecutivos nunca resultara em um n° mltiplo de 4.
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As respostas dos outros quatro alunos que produziram solugdes algébricas, também
foram parecidas com a do aluno RT.

Com relacéo a Gltima parte da sessdo, a qual continha alguns desafios num nivel mais
elevado de generalidade, foi observado que eles se envolveram na busca de solugdes, mas a
maioria teve dificuldade em atingir o nivel de generalidade dos problemas propostos.

4. Consideracdes finais

A partir da avaliacdo dessa 1% sessdo pudemos identificar que a auséncia de
incdgnitas nas conjecturas favorece o aparecimento de provas do tipo empirismo ingénuo e a
presenca de incognitas nos enunciados induz a producgdo de provas algébricas pelos alunos.
Outra constatacdo é que a quantidade de numeros influencia nos tipos de provas
desenvolvidos pelos alunos, favorecendo a producdo de provas conceituais, no entanto, a

guantidade de variaveis, pode inferir no aparecimento de provas algébricas.

Foi possivel identificar algumas demonstracdes da tipologia de provas proposta por
Balacheff (1988), bem como outras encontradas no trabalho de Freitas (1993), como as que
fazem uso da linguagem algébrica ou que utilizam outros tipos de registros. No entanto, apds
as primeiras institucionalizac6es feitas, ao perceberem a potencialidade do uso adequado de
registros algébricos para modelarem problemas dessa natureza, os alunos puderam restringir a
utilizacdo de registros numéricos. Acreditamos que essa ocorréncia pode se caracterizar como
um fator positivo para o aprendizado de técnicas de modelagem algébrica. Entretanto, é
necessario que o professor insista em que a utilizacdo de contra-exemplos é um importante
instrumento na producdo de provas. Nao o fazendo, os alunos poderdo abandonar quase por

completo esse tipo de recurso.

Ainda com relagdo a aprendizagem, presenciamos, durante o desenvolvimento das
atividades propostas, grande envolvimento dos alunos na busca de solu¢des em relacdo as
situacbes adidaticas que, com certeza, colaboram para a construcdo de conhecimentos
relativos ao objeto de pesquisa deste trabalho. Com isso pudemos observar a eficiéncia da
producéo de sequéncia didatica visando a aprendizagem de demonstra¢cdes matematicas.

Os estudos teoricos e as experimentacdes realizadas até o momento indicam que a
devolucdo de situagcdes-problema, contendo conjecturas, no conjunto dos nimeros inteiros,
pode ser facilmente realizada com alunos do Ensino Médio. Assim, o envolvimento dos
alunos na busca de solugbes para conjecturas desse tipo pode ser caracterizado como
momentos de estudo, fundamentais para a aprendizagem matemaética, ao lado da utilizacéo do

conjunto dos inteiros como ferramenta de aprendizagem.
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