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O CONCEITO DE NUMEROS RACIONAIS: HESITACOES, DUVIDAS
E CONTRADICOES

José Felice - UEMS
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RESUMO : O objetivo deste artigo é analisar uma questdo de vestibular, considerada de situacdo
problematizadora, fazendo a descri¢do das explicagdes dos conceitos matematicos que justificam o
Conjunto dos Nimeros Racionais, nela contido. O trabalho é um exercicio do educador matematico na
construcdo de praxeologias, de Organizacdo Matematica, capaz de analisar a atividade matematica
representada na questdo, isto porque, estamos alicercados num projeto de pesquisa vinculado ao
Programa de Doutorado em Educac¢do da UFMS, na linha de pesquisa de Ensino de Ciéncias e
Matematica que tem como objeto de estudo o ensino de contetidos matematicos por meio de situacoes
problematizadoras. O desenvolvimento da situacdo problematizadora, em estudo, fundamenta-se na
Teoria Antropol6gica do Didatico (TAD) que permite analisar, descrever e estudar as préaticas
institucionais e considera a organizacdo do saber matematico uma entidade composta por: tipos de
problemas ou tarefa problematica; tipos de técnicas que permitem resolver os tipos de problemas;
tecnologias ou discurso que descreve e explica a técnica; uma teoria que fundamenta e organiza os
discursos tecnologicos. A TAD considera os tipos de problemas ¢ os tipos de técnicas o “saber fazer”
matematico, enquanto que o discurso tecnoldgico e a teoria compde 0 “saber” propriamente dito. As
maneiras de fazer os calculos matematicos, desenvolvidas no texto do trabalho, fundamentam-se nas
idéias de Caraca que déao sustentacdo as explicagdes das técnicas utilizadas e permitem a obtengéo dos
conceitos relacionados com os NUmeros Racionais. No desfecho final, apresentam-se as contradi¢fes
existentes entre a construcdo dos conceitos que determinam o conjunto dos Racionais e as alternativas
apresentadas pela questdo do vestibular em analise.

Palavras-Chave: Resolucdo de Situagdes Problematizadoras. Organizacdo Matematica. Explicacdes
dos conceitos dos Numeros Racionais.

Introducéo

A andlise reflexiva e as tentativas de interpretacdo de situacdes problematizadoras tém
feito parte do cotidiano de nossa convivéncia nas atividades de professor formador,
principalmente na disciplina de Pratica de Ensino e de Estagio Supervisionado no curso de
Licenciatura em Matematica.

Neste artigo, procuramos aprofundar a andlise conceitual dos numeros racionais
extrapolando as idéias artificiais, que na maioria das vezes campeiam 0s manuais de ensino e
o planejamento do Professor de Matematica, onde se destaca somente alguns parametros
(algumas qualidades).

Nosso propésito é mergulhar na complexidade que é peculiar aos conjuntos numericos

e interagir com a realidade que envolve o campo dos Reais. A intencdo & provocar as
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abstracOes capazes de explicar teoricamente a existéncia desse conjunto, que amplia nosso
saber e contribui para incentivar as reflexdes e discussdes sobre o0 Ensino da Matematica.

Alicercados num projeto de pesquisa vinculado ao Programa de Doutorado em
Educacao da UFMS na linha de pesquisa de Ensino de Ciéncias e Matematica, que tem como
objeto de estudo o Ensino de conteddos matematicos por meio de Situacdes
Problematizadoras, procuramos nesse artigo analisar uma situagcdo problematizadora
encontrada numa prova de Matematica de Vestibular.

Para fundamentar o trabalho de analise dessa situacdo problematizadora
desenvolveremos as reflexdes através da Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD), que
segundo Chevallard e Bosch (1999) permite analisar, descrever e estudar as praticas
institucionais e considera a organizacdo do saber matematico que esta em jogo. A TAD,
descreve a atividade Matematica e o saber que dela emerge em termos de organizagédo
praxeologias matematicas (BOSCH, 2000).

Para Chevallard (2002), uma organizacdo Matemaética é uma entidade composta por:
tipos de problemas ou tarefas problematicas; tipos de técnicas que permitem resolver os tipos
de problemas; tecnologias ou discurso que descreve e explica a técnica; uma teoria que
fundamentam e organiza os discursos tecnoldgicos. Os tipos de problemas e os tipos de
técnicas constituem o “‘saber-fazer” matematico, enquanto que o discurso tecnoldgico e a
teoria compdem 0 “saber” propriamente dito.

Faremos ainda com que as descricdes e as técnicas matematicas, desenvolvidas
durante a andlise da situacdo problematizadora, sejam baseadas nas idéias de Caraca (1989).

O autor considera que o conhecimento pode ser encarado sob dois aspectos diferentes:

Ou se olha para ele como vem exposto nos livros de ensino, como coisa criada, € 0
aspecto é o de um todo harmonioso, onde os capitulos se encadeiam em ordem, sem
contradi¢cBes. Ou se procura acompanha-lo no seu desenvolvimento progressivo,
assistir & maneira como foi sendo elaborado, e 0 aspecto totalmente diferente —
descobrem-se hesitacdes, davidas, contradi¢des, que s6 um longo trabalho de
reflexdo e apuramento consegue eliminar, para que logo surjam outras hesitacdes,
outras dividas, outras contradi¢Ges (p. XII1).

Dessa forma, entendemos que o conhecimento humano € uma construcao social que se
realiza em condi¢Oes particulares em instituicdes ou comunidades (na aula sobre a direcéo de
um professor; em determinados programas de estudos, em grupos de estudos etc) (BOSCH,
2000). Isso nos leva a acreditar que ndo se ensina um conhecimento se constrdi interiormente
através de agdes sobre o0 objeto de estudo. Portanto, as analises e as descri¢cdes contidas neste
artigo, é o resultado de estudos acompanhados de muitas reflexdes com académicos do Curso

de Licenciatura em Matemaética e das discussdes em Grupos de Estudos.
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No desenvolvimento deste artigo, estara exposta a questdo em analise, o significado
dos nimeros racionais, a analise da questdo e a interpretacdo da solugdo da questao.

A Questao

N&o é comum candidatos reclamarem de questbes de Matematica dos vestibulares,
mesmo porque, é necessario fundamentar corretamente os motivos da reclamagdo. Veja a

questéo:

Na figura estdo representados geometricamente os numeros reais 0, a, b, e 1. Qual a

- , b
posicdo do nimero— ?
a

| | | |
0 a b 1
Alternativas

a) aesquerdade0
b) entreOea

c) entreaeb

d) entrebel

e) adireitadel

A resposta correta que constava no gabarito era a alternativa “e”.

As andlises e as descricdes contidas neste artigo ndo tém a intencdo de reclamar da
elaboracdo da questdo, e sim, de interpretar 0os conhecimentos matematicos nela contidos,
principalmente o conceito de nimeros racionais.

Verifica-se que as idéias matematicas contidos na questdo, exibem a conexdo entre
numeros e geometria de uma forma harmoniosa. Historicamente, sempre foi assim, elas néo
foram construidas isoladas do contexto real, pois sempre € possivel fazer, mesmo de forma
abstrata, a articulacdo entre elas. No entanto, nem sempre estudam na escola 0s conteidos
organizados dessa forma, o que se observa comumente nas aulas sdo apresentacOes de
defini¢bes prontas e sem uma explicacdo que possa justificar realmente a questdo, tal como:

b

(13

— ¢ um numero fracionario porque indica a parte de um todo”.
a

N&o consideramos a questdo em analise somente um problema, onde se aplica um

conhecimento na busca de uma solucdo, mas uma situagdo problematizadora, pois, possui
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uma potencialidade capaz de provocar a discussdo de varios conteudos articulados num
determinado contexto.

Para aprofundar os estudos sobre a conceituacdo dos racionais conectados com a
geometria, como propde a questdo em analise, remete nosso entendimento de acordo com a
TAD, dessa forma ndo falaremos em ‘“compreender o conceito”, mas em explicar as
atividades através de acOes (quer dizer de praxeologias) que da vida ao conceito (BOCH
2000).

Significado dos Racionais

Considerando, a explicacdo do conceito de nimeros um tipo de tarefa, pode destacar
varias outras tarefas nele contidas (CHEVALLARD 1999). A seguir resolveremos varios
tipos de tarefas que estdo ligadas ao conceito de numeros.

O entendimento sobre nimeros é de idéia de quantidade, e podem ser representadas na
forma escrita, ou falada. Assim, quando perguntamos “quantas pessoas residem com vocé?”,
obtemos a resposta contando as pessoas e escrevendo ou falando a quantidade. Na explicacdo
I6gica da contagem, cada pessoa é um todo e o total de pessoas uma quantidade dita discreta,
ou seja, que possui uma identidade definida (individualizada) que significa unidades
separadas umas das outras (podem ser contadas). Esse conjunto de nimeros representa 0s
Ndmeros Naturais.

No entanto, outras situacdes também representam um numero. Na comparacdo do
comprimento dos segmentos na reta, por exemplo, caso que se relaciona com a questdo em

analise, tem:

I
C D

Se aplicarmos CD sobre AB fazendo coincidir os dois extremos A e C, nesta operacéo,
vé-se que o ponto D “cai” entre A e B (CARACA, 1989, p.29).

A situacdo geométrica apresentada responde a pergunta — quantas vezes 0
comprimento CD cabe em AB? Usamos aqui um tipo de linguagem adequada ao fato
observado que € de suma importancia para explicar os procedimentos executados como

veremos a seguir.
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Responder a pergunta — Quantas vezes? — se faz dando um numero que exprime o
resultado da comparacdo com a unidade. Nesse caso, a quantidade € dita continua — quando é
divisivel em partes - e 0 numero chama-se medida da grandeza em relacdo a essa unidade
(CARACA 1989).

Para esse autor, no problema da medida hé trés aspectos distintos: escolha da unidade;
comparacdo com a unidade; expressdo do resultado dessa comparagdo com a unidade. A
escolha da unidade pode ser aleatdria numa medicdo, no entanto, as grandezas continuas
cientificamente sdo padronizadas, assim medimos utilizando unidades oficiais: massa;
comprimento; capacidade etc.

A unidade esta sempre relacionada com a expressdo numeérica, no exemplo anterior

pode usar o registro da representacdo numérica: é—g ou AB : CD. Se CD= u (unidade),

teremos . 2, onde 2 representa quantas vezes CD cabe em AB. Ja a expressdo % éa
u

razao, sinbnimo de quociente desses dois nimeros.
Desenvolvendo a técnica anterior podemos reforcar a explicagdo na comparacao que

segue:

C D
Quantas CD cabem em AB? A pergunta poderia ser: quantos trés cabem em doze?

E possivel exprimir da seguinte forma é—||:3)= %: 4, 0 que quer dizer a unidade CD

cabe 4 vezes em AB, ocorrendo o resultado de uma medicdo onde 12 € divisivel por 3 e %

coincide com um valor que é o quociente da divisao.

Para Caraca (1989, p. 33), as situacdes anteriores & uma excecdo, 0 que ocorre com
maior frequéncia € o caso onde aplicando a unidade sobre AB, sobeja uma porcao, PB, de
segmento, inferior a unidade.

Vejamos como fica a comparacao seguinte:
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A pergunta seria quantos trés cabem em onze?
s . AB 11 . x
Analogamente a técnica anterior, representamos ) = 3 no entanto, esta razao nao

existe em numeros inteiros, pois 0 nimero 11 ndo € divisivel por 3, nesse caso, é necessario
um novo campo numeérico que satisfaca a medicdo. Para explicar a técnica, partimos da
premissa que € possivel exprimir, sempre, a medida de um segmento tomado outro como

unidade, dessa forma, interpretamos que PB s@o duas partes das 3 partes representadas por
CD (unidade) e dai escrevemos a razdo CF:_IE; = % (duas partes das trés em que esta dividida a

unidade).

Segundo Caraca (1989, p. 36), teoricamente em qualquer das hipoGteses anteriores a

razéloé—:;3 é considerada um NUmero Racional. No entanto, se AB néo for divisivel por CD

. AB |, . : L P « 11

diz-se que o) é um Numero Racional Fracionario. E possivel interpretar entdo que em 3
. - o2 : . 11

cabe 3 unidades CD inteira e a parte fracionaria 3 (dois tercos) da unidade CD ou que 0 =3

+

w|N

Analise da Questéo

Na questdo, objeto de estudo, observa que 0s nimeros representados geometricamente
na ordem 0, a, b, 1, mostra uma reta, contendo os Nimeros Reais onde a e b encontram-se
entre 0 e 1, portanto, b <1 e a < b, o que significa que a e b podem ser racionais

fracionarios (partes de uma unidade).
£ Db o e . .
A expressdo —, tal como se encontra na questao, significa medir b com a unidade a ou
a

responder a pergunta: quantas vezes a cabem em b?
Levando em conta a teoria elaborada anteriormente, podemos simular uma situacéo

real, no esboco geométrico da questao, tal como:
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2 2 :
Seb= 3 e a= 3’ teremos na reta numerada o seguinte:

2 2 . . x . 2
Se temos 3 ; g usando a linguagem anterior, a pergunta entdo seria quantos 3
2
cabemem — ?
3
: . 2 2 . .
Geometricamente a resposta é, o 3 cabe 3 vezes no —. No entanto, é possivel
. . o . . . 2 2
explicar o resultado através da técnica algébrica, da seguinte forma: considerando — : 3 =
2 2 2 2
X, temos 3 = X. 3 onde X representa quantas vezes 0 §cabe em — 0 que

. . 2.2
geometricamente representa 3 vezes, ou seja, 5 —=3.

Surge, portanto, uma nova tarefa, explicar a divisdo de dois numeros racionais.

Segundo Caraga (1989, p 45) se Ep: g = X, logo X . g = g 0 que representa X = %
Observe que se substituirmos X por P3 na equagdo X . r-=» podemos comprovar que
q.r S g
isso 6 verdade 2> L = P
qQr s g
2

De forma analoga a demonstragéo anterior, podemos reproduzir a idéia na divisdo — :

w

= X, sendo que X.

o |N
N
w|nN

. 2. 1
e na sequiéncia obtemos X = 3—2 onde X = ES portanto

. 2 . -
X= 3. Ainda podemos representar que X = 3 % e dai estabelecer como verdade a técnica
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de resolugdo que todos os livros didatico e professores reproduzem sem uma explicacdo
consistente , ou seja : “para dividir fragdo, pegamos a primeira e multiplicamos pelo inverso

da segunda”.

b

Voltando a interpretacdo da questdo, dizer que = 3 é um numero que esta a direita

de 1, conforme estabelece o gabarito do vestibular, ndo tem sentido. O contexto ndo permite
esse absurdo, pois conceitualmente o 3 ndo tem a natureza de um numero inteiro, mesmo

porque, esta representando quantas vezes o a cabe em b.
) N b . :
Apds as explicacbes, entendemos que o resultado de — ndo pode ser considerado uma
a

quantidade discreta ou quantidade individualizada mesmo porque esta relacionada com a
medida de b pela unidade a. Dessa forma, ndo possui a natureza de grandeza numérica e sim
de explicacdo sobre a operacdo realizada, portanto, desvinculada de qualquer posicédo

geométrica.

Concluséo

Procuramos demonstrar neste artigo, uma seqiéncia de acdes ou praxeologias, que
pudesse explicar uma série de conceitos matematicos que constitui o conhecimento sobre
NUmeros Racionais. Acreditamos ser esse o trabalho do professor orientador da
aprendizagem.

Fundamentados na TAD, o que fizemos foi seguir os ensinamentos dessa teoria. Para
Chevallard (2002) “ensinar certo tema matematico” ¢ um tipo de tarefa para o professor que,
consiste em “ensinar uma organizagdo praxeologica de natureza matematica” que se chama
Organizacdo Matematica. Assim, pondera o autor que o problema praxeoldgico do professor
de Matematica é construir praxeologias, e sempre que novo tipo de tarefas se faz necessario
constrdi novas praxeologias, que se constitui numa Organizacéo (ou praxeologia) Didatica.

Nosso objeto de pesquisa esta voltado para a reflex@o sobre a construcao de agdes que
devera se constituir em organizacBes didaticas capazes de construir o conhecimento
matematico atraves de situacdes problematizadoras. E dessa forma, procuramos neste artigo
fazer uma demonstracéo de que isso € possivel.

Quanto a questdo em analise, procuramos caracterizd-la como uma situacdo
problematizadora. Em nossa pesquisa, determinaremos as caracteristicas de uma situacéo
problematizadora, mas, € possivel de forma resumida acrescentar que ndo se trata de um

simples problema, onde a solucdo € dada sem contradicao.
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Na andlise, pudemos constatar uma contradicdo nas alternativas propostas com o0s
conceitos expostos sobre os Numeros Racionais, no entanto, a questdo possui uma
potencialidade para discussdo que ndo é peculiar a todos os tipos de problemas, por isso

consideramos uma situacao problematizadora.
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