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RESUMO: Este artigo é parte de um trabalho mais amplo que vem sendo desenvolvido com
académicos de um curso de Licenciatura em Matematica envolvendo a demonstragdo em Matematica
e, mais particularmente, a argumentacdo na aprendizagem da geometria. Esta etapa do processo
consistiu em analisar a demonstracdo do teorema de Pitdgoras em livros didaticos do ensino
fundamental. Abrange um pouco da histéria e da natureza da demonstracdo e a teoria de anélise
adotada é a Teoria Antropologica do Didatico. Os resultados apontam para a presenca da
predominante do processo que se apdia nas relagbes métricas no tridngulo retangulo.
PALAVRAS-CHAVE: Teoria Antropoldgica do Didatico. Teorema de Pitdgoras. Demonstragao.
Livro Didatico.

1. Introducéo

Dentre 0s conceitos matematicos que merecem especial atencdo nos cursos de
Licenciatura em Matematica destaca-se a demonstracdo. E considerada atividade de grande
relevancia proceder a demonstracdo de toda assertiva apresentada ao futuro professor de
matematica.

Demonstrar é uma atividade considerada pelos especialistas em Matematica como
de fundamental importancia para essa ciéncia. Como veremos, no decorrer deste trabalho,
varios autores tém buscado investigar o seu desenvolvimento historico, descrever o seu
carater formal, definir a intensidade da sua contribui¢do na constituicdo da ciéncia matematica
e, ultimamente, discutem também o seu papel no processo de educacdo do pensamento e na
formagéo do jovem estudante.

Balacheff (1988) e Arsac (1992) véem orientando teses de doutorado na
perspectiva da educacdo enquanto Frege (apud DOMINGUES, 2002) e Domingues (2002)
focalizam-na na perspectiva de um contetdo matematico. Isso para citar alguns nomes.

Por outro lado temos como importante documento os Parametros Curriculares
Nacionais de Matematica, (PCN) (BRASIL, 1998), do ensino fundamental, que norteia
politicas relativas ao ensino da Matematica e que também fazem, referéncia a demonstracao.

Nessas e em outras fontes fomos buscar informacdes sobre a demonstracdo tanto
do ponto de vista da sua constituicdo histérica como do ponto de vista do seu papel na

educacdo, mais especificamente na formacdo de um pensamento matematico e cidad&o.
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Arsac que analisa a sua funcdo educativa coloca a demonstracdo como um
subproduto da argumentacédo e pertencente a0 mesmo conjunto das conjeturas, explicagdes e
provas, distinguindo-a, porém, das demais categorias mencionadas pelo seu rigor e
formalismo apurado.

O estudo do valor educativo da demonstracdo se insere em um projeto mais amplo
que consiste no estudo dos elementos pré-demonstrativos, como argumentacao e prova, € a
contribuicdo para a aprendizagem da geometria.

Este texto tem por objetivo estudar como os autores de quatro livros abordaram a
demonstracio do teorema de Pitagoras. E uma atividade de pesquisa que se insere em um
trabalho mais amplo que, possivelmente, culminard em uma tese de doutorado sobre o papel

da argumentacdo no estudo da geometria.

2. Sintese Histdrica da Demonstracéo

A demonstracdo matematica tem uma longa trajetoria histérica e divide-se entre as
demonstracdes formais e as demonstracdes empiricas. Pode-se dizer que os egipcios de certa
forma ja praticavam a idéia de demonstracao, embora essa fosse ainda de modo muito isolado,
ndo utilizando o formalismo dedutivo das demonstracOes atuais. Domingues (2002) nos
informa que Proclo (Séc. V) em seu comentério ao livro Primeiro dos Elementos de Euclides,
baseado numa histéria da geometria grega escrita por Eudemo de Rodes (séc 1l a. C) atribui a
Tales a primazia nessa tarefa de conferir a Matematica esse status de ciéncia do rigor ao
proceder as primeiras demonstragoes.

Ainda segundo Domingues essa obra de Prdclo que ndo chegou aos nossos
tempos, afirma que:

Tales foi o primeiro a ir para o Egito e levar para a Grécia, na volta, o saber
[geometria] que encontrou. Ele descobriu muitas proposicGes e levou para
seus sucessores 0s principios adjacentes a muitas obras, valendo-se de casos
gerais em alguns casos e em outros métodos empiricos (DOMINGUES,
2002).

Em decorréncia desse feito coube a Tales de Mileto 0 mérito de ser o
primeiromatematico da histdria. Acredita-se, no entanto, que antes de Tales descobrir as
varias propriedades matematicas estas ja eram conhecidas pelos egipcios.

A Tales é conferido o titulo de primeiro matematico pela sua capacidade de
perceber a possibilidade de desenvolver o processo de formalizacdo desse conhecimento e

fazer asserces com base em um raciocinio dedutivo.
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A Matemaética Pura, formal e dedutiva, desenvolveu-se principalmente devido a
Escola Pitagdrica, onde Tales, segundo alguns autores (BOYER, 1996) exerceu alguma
influéncia, mesmo que indireta, por ser contemporaneo de Pitdgoras, embora um pouco mais
velho. Acredita-se que os pitagoricos, por volta do ano 400 a.C, podem ter dado um grande
salto com relacdo a deducdo matematica, desenvolvendo encadeamentos de raciocinio e
encadeamentos de propriedades para deduzir outras propriedades para certas partes da
geometria, contribuindo para a resolucéo de poliedros regulares e poligonos.

Mas até o final do século XIX, a demonstracdo matematica tinha como funcao
convencer racional e também psicologicamente da veracidade de uma assercdo. A partir de
entdo uma andlise mais profunda, com o uso da evidéncia intuitiva, tomou-se necessaria.

Dentre 0os matematicos que contribuiram para que esta fosse reformulada devemos
citar G. Frege (1848-1925) que contribui para o conceito de demonstracdo formal. Tarski
(apud DOMINGUES, 2002) em um artigo em que discute como se da a construcdo de uma
sequéncia de proposi¢cdo onde que a primeira delas é um axioma e cada uma das demais sao
um axioma ou um teorema, dedutivel das outras, que a precedem na sequéncia. Afirma que a
ultima proposicao € aquilo que se queria demonstrar.

E conhecido o embate que se travou, nas primeiras décadas do século XX, entre as
trés correntes da filosofia matemética, conhecidas como formalismo, logicismo e
intuicionismo. A demonstracdo estava no centro do debate e a visdo formalista da matemaética
foi a que prevaleceu e, dessa forma, a demonstracdo esta tdo carregada desse formalismo que,

na visdo de Lakatos (1978), chega ser estéril do ponto de vista educacional.

3. A Ldgica da Demonstracéo

Davis e Hersh (1985) apresentam o famoso teorema de Pitagoras, mas esta
exposto através de uma demonstracdo formal onde sé podemos acompanhar a argumentacao
do mesmo atraveés da ilustracdo da figura dada por ele, devido ao grau de complexidade. Para
Silva (2002) uma demonstracdo deve estar passivel da compreensdo humana ndo deixando
espaco para duvida de sua veracidade, deve conter um numero finito de proposicGes
logicamente encadeadas, onde esses modos de encadeamentos sejam conhecidos, e para isso €
necessario que as demonstracdes estejam dentro de um determinado espaco l0gico, ou seja,
dentro de um sistema dedutivel, ou mais precisamente inserido em um sistema formal com
vocabularios e regras conhecidas, caso contrario ndo seria possivel se ter um encadeamento
I6gico. Encadeamento logico € muito valorizado pelos PCN. Este é essencial para o

desenvolvimento da aprendizagem do aluno. A ldgica esta ligada a matematica e ndo se pode
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dizer que a demonstracdo esta inserida em um contexto educativo sem que haja um
encadeamento légico onde o aluno esteja desenvolvendo a criatividade, a intuicdo, a
capacidade de analisar e criticar, podendo assim interpretar os fatos e os fenémenos,
possibilitando o desenvolvimento da capacidade de argumentar dentro de um determinado
espaco de conhecimento adquirido por ele no decorrer de sua trajetdria escolar e
possibilitando dessa forma que ele possa evoluir para a realizacdo de demonstragdes formais
por iniciativa propria.

Por varias vezes a demonstracdo formal foi citada, mas na realidade ndo houve
esclarecemos sobre o que realmente a légica define como sendo uma demonstracdo. No artigo
publicado por Bicudo (2002), encontramos que demonstracdo caracteriza 0 que vem a ser um
sistema formal. O formal ¢ a parte “sintatica de um sistema axiomatico”.

Um sistema formal é composto de trés partes, sendo que a primeira delas é
constituida pela linguagem. Uma linguagem com simbolos proprios que se constituem em um
conjunto de férmulas. Simbolos e formulas devidamente especificados caracterizam uma
linguagem especifica.

“A parte seguinte de um sistema formal consiste em seus axiomas. A Unica
exigéncia feita ¢ que cada axioma seja uma formula da linguagem do sistema formal”
(BICUDO 2002).

A terceira parte de um sistema formal é constituida pelas regras de inferéncias,
gue nos permitem concluir teoremas a partir dos axiomas.

Cada uma dessa regras contém explicitadas as condicGes que permitem fazer
inferéncias conclusivas a partir das condi¢des estabelecidas inicialmente, as hipdteses, e as
condicBes encontradas no processo através de procedimentos que envolvem o uso da
linguagem e das propriedades. Textualmente, Bicudo afirma que

Uma regra em um sistema formal F é finita se tiver um namero finito de
hipoteses. Seja, agora, F um sistema formal em que todas as regras sejam
finitas. Entdo, uma DEMONSTRACAO em F é uma sequéncia finita de
férmulas, em que cada uma seja ou um axioma, ou seja, uma conclusdo de
uma regra cujas hipoteses precedam essa formula na seqiiéncia dada. Se A
for uma formula em uma demonstracdo P, diremos que P é uma
DEMONSTRACAO de A. Uma formula A de F serd um teorema de F se
existir uma demonstracdo de A. [...] devemos deduzir que a “demonstracao
matematica” € algo, cujo modelo ¢ uma demonstragdo de um sistema formal
[..] (BICUDO, 2002).

Para um melhor esclarecimento citamos Silva:
demonstracdo como tendo vérias finalidades dentre elas estabelecer a

veracidade relativa de um enunciado (tese da demonstragdo). A veracidade
da tese depende claro, da veracidade dos enunciados propostos na
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demonstracdo, esta € suficiente para aquela. Embora exista um
relacionamento entre ambas elas sdo independentes entre si, em uma
demonstracdo as conexdes ldgicas que sustentam um enunciado pode nédo
induzir & convicgdo (essa possa as vezes ser tdo longa que ndo é possivel
acompanhé-la). Mas uma demonstracdo matemética deve conter finitas
proposicdes logicamente encadeadas (ou seja, embora ela possa conter um
numero infinito de proposi¢des, mas talvez seja possivel descrevé-la
finitamente) e oferecé-la a alguém com a finalidade de convencé-la da
veracidade da tese demonstrada e para isso €& necessario que as
demonstracdes estejam dentro de um determinado espaco Idgico, ou seja, um
sistema dedutivel (formal determinado com um vocabulario, simbolos
conhecidos) (SILVA, 2002).

4. O Quadro Atual da Demonstracéo na Educacao

Uma demonstracdo € uma prova. Na concepcao de Arsac € uma prova formal e
cabal tendo como objetivo comprovar a veracidade de uma tese, um resultado que se conhece
de antemdo. Para Balacheff é o desenvolvimento de um raciocinio encadeado.

Para demonstrar, isto é, produzir uma demonstracdo necessita-se de muito
dominio do assunto, certa dose de astucia para perceber estruturas que o olhar comum néo
distingue e capacidade para estabelecer relagdes sutis. Para compreendé-la é necessaria muita
abstracdo. Defende-se a sua formalizacdo e rigor na deducdo com base no principio de que
apos ser concluida ndo pode deixar espaco para nenhuma duvida tendo em vista que ndo sera
analisada somente por um grupo de especialistas e aceita pelos demais como sendo real.
Sabemos que a demonstracdo formal é utilizada em varias aulas por varios professores e em
varios paises do mundo. Seréa utilizada na resolucao de varios problemas semelhantes. Vindo
dai a sua importancia e a relevancia do seu estudo. Uma proposicdo demonstrada torna-se
ferramenta para outras demonstracdes e pode ser aplicada na resolucéo de problemas.

A demonstracdo, da forma como é abordada nas escolas, dizendo melhor, nos
cursos de Licenciatura em Matematica, ndo € objeto de ensino. Geralmente faz-se a
demonstracdo diante dos alunos para que acompanhem, copiem e repitam até que a sequéncia
de procedimentos seja memorizada. Como conseqiiéncia desse procedimento cria-se uma
pratica que ndo ultrapassa a sala de aula da universidade porque o académico ndo percebe a
necessidade de demonstrar (BALACHEFF, 1988). O estudo desse conteudo, nessa
perspectiva, se limita a uma prestacdo de contas para efeitos de se conseguir nota na prova e,
dessa forma, quando esse académico se toma professor da educacdo bésica, a demonstracdo
ndo € incluida no seu programa de trabalho. Osério (2002) salientou que esta implicito na
pratica dos professores da educacao basica que eles entendem néo ser justo propor aos alunos

processos que exijam recursos intelectuais equivalentes ao de um matematico. A atividade de
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demonstrar, sem uma compreensdo do processo e apenas como quesito para a nota, produziu
um desgaste no conceito.

Em consequéncia o desenvolvimento do raciocinio dedutivo que € um dos
objetivos do ensino da matematica no nivel da educacdo basica ndo chega ser estimulado.
Porém, o mai grave de tudo isso é que o profissional que é formado nessa escola ndo sali
preparado para ensinar demonstragdo aos alunos do ensino fundamental tanto pelo desgaste

ocorrido como por considera-la fora do alcance do aluno ( OSORIO, 2002).

5. A Demonstracdo nos PCN de Matematica

Sendo os PCN um documento oficial esperamos encontrar neles os indicativos
para uma pratica docente que busca proporcionar ao aluno uma formacgédo para o exercicio
pleno da cidadania. Esperamos encontrar também nele os contetdos matematicos que devem
constar no plano de trabalho do professor bem como a devida justificativa da importancia
educacional desse conteudo. Sendo que a demonstracdo, conforme visto em paragrafos
anteriores € um contetdo muito valorizado pelos matematicos pela sua contribuicdo para
garantir a validade de uma proposicdo, mas que, quando se trata do aspecto educacional,
somente em décadas recentes que pesquisadores como Nicolas Balacheff e Gilbert Arsac vém
identificando a sua contribuicdo educativa, sentimos a necessidade de buscar nos PCN o
respaldo tedrico para projetos de orientacdo para a pratica docente.

Do ponto de vista de seu valor educativo encontramos nos PCN que ela deve
ocorrer, principalmente, no quarto ciclo. Ou seja, a sua presenca deve estar na sala de aula a
partir do ensino fundamental. Diz ainda o documento que ndo pode ser utilizada somente
demonstracfes empiricas, mas, devem ser exercitadas as demonstracdes formais. Nesse nivel
de estudo, segundo o referido documento, os alunos poderdo estar utilizando axiomas e
teoremas tendo em vista que esse conhecimento e a manipulacdo desses conceitos
matematicos abrem espaco para a elaboragdo de conjecturas. Mas para tal € preciso que ele
tenha um bom desenvolvimento I6gico. E a l6gica que permite a compreens&o dos processos e

assim facilita a argumentacao bem como a demonstragéo.

6. A Teoria de Analise
A analise dos livros didaticos tem como suporte da Teoria Antropoldgica do

Didatico (TAD) (CHEVALLARD, 2001).
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A TAD como uma teoria da atividade humana eficaz pressupde que a
praxeologia®® é composta de uma tarefa, que neste caso é o estudo do teorema de Pitagoras,
uma técnica, isto €, um modo de fazer, um modo de resolver a tarefa. No entanto, segundo
ainda os pressupostos da TAD, toda técnica utilizada tem uma justificativa para o seu
funcionamento. Essa justificativa, que tem suporte em uma teoria, chama-se tecnologia. A
tecnologia, portanto, é a explicacdo da técnica, uma explicagdo racional.

Essa visdo pressupde toda atividade desenvolvida com o objetivo de estudar
matematica se constitui de dois tipos de organizacao inseparaveis, na pratica. A organizacao
didatica (OD) e organizacdo matematica (OM). A primeira é composta de tarefas didaticas,
técnicas e tecnologias didaticas. Enfim, esta no campo dos aspectos pedagdgicos da pratica
docentes. Mas ela também pode ser uma organizacdo do aluno, daquele aluno que estuda em
busca da solucdo de um problema especifico: o problema da sua aprendizagem da
Matemética.

A segunda organizacdo (OM) esta relacionada com a disposicdo em que 0s
objetos matematicos sdo apresentados.Com a sequéncia em que sdo dispostos naquela OD.
Como esses objetos se relacionam entre si naquele contexto de aprendizagem. Porém, esta
distincdo € puramente tedrica. Na préatica de estudo da Matemética ha um imbricamento

dessas duas organizagdes.

7. O TP nos Livros Didéaticos
Foram analisados quatro livros do 9° ano (82 série),sendo todos aprovados pelo

PNLD 2008. O critério de escolha dos livros foi o da acessibilidade tendo em vista que em
cidades do interior as bibliotecas das escolas nem sempre possuem exemplares de todas as
colecBes aprovados. Quando tem nem sempre ha disponibilidade para empréstimo. No texto
as colecdes estdo identificadas pela letra A, B, C e D. As figuras citadas e os livros analisados
estédo no anexo.

O tema escolhido foi o teorema de Pitagoras (TP) porque consta em todos 0s
livros analisados.
7.1. Colegéo A

O livro desta colecéo traz, de inicio, um pequeno resumo sobre quem foi Pitdgoras
e logo apds o teorema e sua formula. Em seguida direciona a OD para a demonstragdo formal

recorrendo as relacGes métricas no triangulo retangulo. Uma OD do estilo classico.

19 o Lo . . . .o
Praxeologia é o estudo da praxis que, por sua vez, é uma atividade racional, produto de uma reflex&o tedrica.
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Um capitulo inteiro é dedicado ao estudo das relagbes métricas no tridngulo
retdngulo e tem a demonstragdo como ponto culminante.

Do ponto de vista da TAD a técnica utilizada foi construir um triangulo retangulo
maior, transforma-lo em dois triangulos retangulos menores, com se processa na maioria dos
livros que adotam a forma classica de abordar o assunto, e ir diretamente para a demonstracdo
formal. A tecnologia consistiu na utilizagdo de relagOes referentes aos triangulos retangulos

que ja haviam sido estudadas em atividades anteriores.

7.2 Colecdo B

A OD dos autores dessa cole¢do consistiu em iniciar com o teorema. Fornece a
formula e, diferentemente de outros autores que procedem uma demonstracdo formal, estes
autores procuram conduzir o aluno a compreensdo utilizando como recurso de comunicacao
um objeto ostensivo classico. Esse ostensivo consiste na figura em que um quadrado,
composto de quadradinhos, e outros dois quadrados semelhantes sdo construidos um sobre
cada cateto. Como esses quadrados estdo quadriculados € possivel fazer a verificacdo de que o
numero de quadradinho de um (o que tem por lado a hipotenusa) € igual a soma do nimero de
quadradinhos dos outros dois quadrados. E também uma figura classica.

O passo seguinte é a demonstracdo formal e a tecnologia utilizada consiste nas
relacbes métricas do triangulo retangulo. Porém, diferentemente dos autores anteriormente
citados nessa OD os passos da demonstracdo sdo explicitados com mais detalhes, inclusive
chamando a ten¢do para alguns passos da fatoracdo algébrica utilizada no processo.

A OD contempla ainda a demonstragdo utilizando como objeto ostensivo um
quadrado de lado a inscrito em um quadrado de lado b+c de modo que a seja a hipotenusa de
um triangulo retangulo de catetos b e ¢ (figura n® 1).

Como continuacédo € proposta ao aluno a tarefa de demonstra o referido teorema a
partir de uma outro quadrado composto por um quadro menor, no centro, de lado b-c e quatro
triangulos retangulos de catetos b e ¢ e cuja hipotenusa € o lado quadrado maior (figura n° 2).
7.3 Colecdo C

A OD desses autores consiste apresentacdo a priori do teorema atraves das
relagfes métricas no triangulo retdngulo. Ndo ha muito detalhamento e nem a utilizagdo de
outros desenhos. Dessa OD faz parte um resumo historia da Escola Pitagoérica e a historia do
teorema, pOs Pitagoras incluindo a citacdo de outras demonstracbes ( figura n°® 1 e 3)

incluindo a que pareceu no trabalho do “matematico hindu Bhaskara (c.1114-1185) (figura n°
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2) acompanhada apenas da palavra “Veja” e a de Garfield (figura n° 4) sem mostrar o
processo, exceto o dessas duas ultimas.
7.4 Colecdo D

Esses autores apresentam uma OD particular. Inicia propondo uma atividade de
construir, com barbante, uma “corda de n6s” semelhante a utilizada pelos egipcios na medi¢ao
das terras as margens do Nilo e tentar formar um tridngulo retangulo a partir dele.

Recorrem em seguida ao classico exemplo de representar os quadrados sobre a
hipotenusa e sobre os catetos divididos em quadradinhos para a verificacdo da relacdo entre
eles. Representacdo essa que denominam de “demonstracdo do teorema de Pitagoras feita por
Euclides”.

Sdo apresentadas, em seguida, duas demonstracfes utilizando o0 recurso
tecnoldgico da figura n°l e da figura n® 3, e as relacBGes entre areas. Houve o cuidado de
destacar, em ambos 0s casos, 0s angulos retos, dando énfase que se trata de areas e destacando
a relacdo entre essas areas. Portanto a tecnologia utilizada para validar a técnica usada na
demonstracdo consistiu em mostrar que ha uma equivaléncia entre areas. Essa técnica ndo é
muito usual.

Consideracoes finais

O teorema de Pitagoras ocupa lugar de destaque em todos os livros estudados.
Essa proeminéncia se justifica tendo em vista o destaque se que se da a Escola Pitagorica,
suas excentricidades e produtividade. Devido a sua contribuicdo a ciéncia matematica e ao
mito que e criou em torno do personagem que lhe d& o nome.

Algumas técnicas e tecnologias se repetem tais como a classica que tem suporte
tecnoldgico nas relagBes métricas no triangulo retdngulo.Ndo é apenas a mais usual mas é
também mais complexa tendo em vista que se utiliza de recursos abstratos. E a que utiliza de
menos recursos visuais. E a mais utilizada porque é a que melhor atende os pressupostos da
corrente formalista que norteia a praxeologia da maioria dos docentes que atuam nos cursos
de Licenciatura em Matematica.

Aquelas técnicas que utilizam a tecnologia da equivaléncia de areas aparecem, as

vezes, como curiosidade ou como técnica complementar.
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